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PRÉFACE. 



L'Analyse mathématique, en raison de son extraordinaire 
développement, tend de plus en plus à se scinder en branches 
distinctes, et Ton peut dire qu'aujourd'hui la spécialisation, 
dans cette science, est devenue une nécessité. Mais, à cause de 
ce fait même, il peut sembler désirable de rassembler, en un 
livre de dimensions restreintes, les théories qui constituent le 
fonds commun à toutes ces branches spéciales. C'est ce que j'ai 
essayé de faire dans l'Ouvrage dont je publie aujourd'hui la 
première Partie, et qui est la reproduction de mon Cours d'Ana- 
lyse de la Faculté des Sciences de Dijon. Comme l'indique le 
litre, je me borne aux théories générales, mais je cherche 
à mettre le lecteur en mesure d'aborder sans difficulté une 
théorie particulière quelconque. J'estime d'ailleurs que ce but 
sera d'autant mieux atteint qu'une plus grande précision aura 
été introduite dans les sujets traités. Rigueur et simplicité ne 
sont nullement inconciliables, si l'on prend nettement le parti 
de faire pénétrer, dans l'enseignement des principes fondamen- 
taux, certaines idées qui ont été acquises à la Science dans 
l'étude de questions d'ordre plus élevé. Pour en prendre un 
exemple frappant, la notion de bornes supérieure et inférieure 
d'un ensemble, qui commence seulement à être vulgarisée, 
permet de démontrer en peu de mots une foule de propositions 
qui nécessitaient autrefois des raisonnements longs et souvent 
diffus. 

En résumé, je caractérise ainsi le point de vue auquel je me 
suis placé : limitation dans le choix des sujets, recherche de la 
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rigueur dans l'établissement des principes. J'ai tenu d'autre part 
à toujours spécifier nettement les résultats que je suppose 
connus du lecteur; cela est indispensable si l'on veut mettre en 
ordre les idées acquises et si l'on tient à pouvoir se rendre 
compte à chaque instant du chemin parcouru. 

J'étudie tout d'abord, dans le premier Chapitre, les notions 
fondamentales de limite, de fonction, de continuité ; la méthode 
que j'emploie dans ce but est, avec quelques modifications 
de détail, celle que j'ai exposée pour la première fois en igoS 
dans un Opuscule intitulé : Théorie des nombres irrationnels, 
des limites et de la continuité ( * ). 

On dit souvent que l'Analyse peut être construite en partant 
de la seule notion de nombre entier. Cela est exact; mais, si l'on 
veut se maintenir systématiquement à ce point de vue, si 
en particulier on veut ignorer la Géométrie, on se privera volon- 
tairement d'un secours précieux et l'on se condamnera, dans 
bien des cas, à de longs détours. Je crois donc préférable de 
chercher à légitimer les emprunts mutuels que se font, en fait, 
l'Analyse et la Géométrie. C'est ce qui m'a conduit, une fois le 
calcul des nombres irrationnels justifié par une voie purement 
analytique, à traiter la question de la mesure des grandeurs 
concrètes, et à montrer brièvement comment les hypothèses 
faites sur ces grandeurs interviennent dans l'application du 
calcul aux faits géométriques. 

Dans le deuxième Chapitre sont traitées les notions de dérivée, 
de différentielle, d'intégrale. Il m'a toujours semblé que la 
notion de différentielle présente des difficultés beaucoup plus 
sérieuses que la plupart des cours ne voudraient le laisser croire ; 
convenir de considérer la difTérentielle de la variable indépen- 
dante comme constante ne simplifie pas la question, bien 
au contraire; la difficulté est encore bien plus grande quand on 
introduit les différentielles secondes, qui ne sont pas, quoi qu'on 
en dise, des éléments de calcul complètement analogues aux 
différentielles premières. Les définitions que j'adopte, en parti- 
culier la définition des différentielles d'ordre supérieur (que je 
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crois nouvelle dans sa forme), me paraissent éviter toute obs- 
curité. Dans un ordre d^idées voisin, la question des prétendus 
avantages de la notation différentielle ne me parait pas toujours 
bien posée : l'emploi des différentielles est une chose, le fait de 
noter une dérivée de telle ou telle manière en est une autre; 
le point sur lequel il y a lieu d'insister, à mon avis, c'est la 
possibilité d'écrire, à l'aide des différentielles, des relations 
valables quel que soit le choix ultérieur des variables indépen- 
dantes; mais il importe peu qu'on représente les dérivées qui 
entrent dans ces relations par un signe ou par un autre. En réa- 
lité, il faut le dire hautement, il n'y a pas en Mathématiques de 
notation qui s'impose une fois pour toutes, les notations d'un 
même objet peuvent et doivent varier suivant la nature de la 
question qu'on traite. 

En ce qui concerne les notions d'aire plane et de volume, 
étudiées au Chapitre III, je crois indispensable d'en donner une 
définition précise, qui ne fasse intervenir aucun élément de 
calcul étranger aux données géométriques; cela fait, en pour- 
suivant les conséquences logiques de la définition, on est en 
mesure d'étudier l'évaluation par le calcul de ces éléments. La 
question se pose de même pour l'aire d'une surface courbe, 
mais ici les difficultés sont plus grandes; en m'inspirant des 
plus récents travaux faits sur cette question, je crois être par- 
venu à donner à l'intégrale classique un sens géométrique net 
et conforme aux idées intuitives. 

Pour les intégrales multiples, étudiées dans le même Chapitre, 
je me suis appliqué à traiter l'évaluation de ces intégrales par 
des procédés rigoureux; la question du changement de variables, 
très délicate en elle-même, ne doit pas, à mon avis, être traitée 
par des artifices, mais par une étude approfondie de la corres- 
pondance établie entre les deux systèmes de variables; j'ai tenu 
à préparer cette étude en examinant tout d'abord le cas parti- 
culier où le changement de variables est linéaire. 

Je me propose de traiter, dans la deuxième et dernière Partie 
de ce Cours, la théorie des fonctions analytiques, les équations 
différentielles, les applications géométriques et les principes 
essentiels de la théorie des fonctions elliptiques. 
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CHAPITRE I. 

NOMBRES IRRATIONNELS, LIMITES, CONTINUITÉ. 



I. — Définition des nombres irrationnels. 

i. A la base de l'Analyse mathématique se trouvent les notions de 
fonction, de limite et de continuité; elles sont intimement liées à la 
définition des nombres irrationnels, et il y a lieu tout d'abord d'éta- 
blir et d'étudier ces notions fondamentales. 

En Arithmétique, on étudie les nombres entiers, puis les nombres 
fractionnaires, auxquels on est amené par l'étude de la mesure des 
grandeurs; ensuite, en Algèbre, on introduit les nombres négatifs. 
Il convient de remarquer que toutes les règles de calcul démontrées 
en Algèbre élémentaire sont relatives à ces seuls nombres. 

Or, on constate qu'ils ne suffisent pas à atteindre certains buts. 
Par exemple, on sait qu'il existe des nombres non carrés parfaits. 
Soit a un tel nombre. Le carré de tout nombre x est ou plus petit ou 
plus grand que a. Si l'on tient à attribuer un sens à la racine carrée 
de a, il est nécessaire de créer des nombres nouveaux. 

De même, on sait, par la Géométrie, que l'on peut trouver deux 
grandeurs entre lesquelles il n'y ait pas de commune mesure : par 
exemple, le côté et la diagonale d'un carré. Pour donner un sens à la 
B. I 
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notion de rapport de ces deux grandeurs, on sera conduit, là encore, 
à créer des nombres nouveaux. 

2. Les nombres entiers ou fractionnaires, positifs, nul et négatifs, 
sont dits nombres rationnels. Rappelons les propriétés suivantes de 
l'ensemble de ces nombres. 

De deux nombres rationnels distincts a et 6, l'un est plus petit que 
l'autre. Si a est plus petit que 6, on écrit a <C b^ ou 6 >> ^r. 

Si trois nombres a, 6, c sont tels que a<C^b^ 6<^c, il en ré- 
sulte a<ic. 

On exprime ces propriétés en disant que l'ensemble des nombres 
rationnels est ordonné. 

Si a est un nombre rationnel, il y a une infinité de nombres 
rationnels plus |)etits que «, aucun d'eux n'est plus grand que tous 
les autres; il y a une infinité de nombres rationnels plus grands 
que «, aucun d'eux n'est plus petit que tous les autres. 

3. Notion de coupure. — On dit que Von effectue une coupure 
dans l'ensemble des nombres rationnels si Con partage cet en- 
semble en deux classes A <?^ B telles que tout nombre de A est 
plus petit que tout nombre de B. 

Trois cas sont alors possibles : 

i" La première classe A renferme un nombre a plus grand que 
tous les autres. Alors tout nombre de la première classe est inférieur 
ou égal à «; tout nombre de la deuxième classe B est plus grand 
que rt, qui est de la première. Réciproquement, tout nombre rationnel 
inférieur ou égal à a doit faire partie de A, sans quoi il appartien-, 
drait à B, et serait plus grand que a. En résumé, la classe A est 
constituée par l'ensemble des nombres rationnels inférieurs ou égaux 
à a. La classe B comprend les autres nombres rationnels, c'est- 
à-dire les nombres supérieurs à a. Remarquons que, dans B, il n'y 
a pas de nombre plus petit que tous les autres. 

2" L'hy|)Othèse précédente n'est pas réalisée, c'est-à-dire que A ne 
renferme pas de nombre su|)érieur à tous les autres, mais ou su|)pose 
que B renferme un nombre a inférieur à tous les autres. Par un rai- 
sonnement analogue au précédent, on constate que la classe B se 
compose des nombres rationnels supérieurs ou égaux à a, et la 
classe A des nombres inférieurs à a. 

Il est é\ident que ces deux premiers cas sont réalisables. 

3" Aucune des liypotbèses précédentes n'est réalisée : c'est donc 
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que dans Â il n'y a pas de nombre plus grand que tous les autres, 
dans B il n'y a pas de nombre plus petit que tous les autres. Mon- 
trons d'abord la possibilité de ce cas. 

Soit a un nombre rationnel positif non carré parfait. Rangeons dans 
une classe A les nombres rationnels négatifs, nul, et les nombres po- 
sitifs Xj tels que Ton a j:-<[a, puis, dans une classe B, les nombres 
rationnels x tels que Ton a a:'^> a. 

Ce partage constitue une coupure, car tout nombre de A est infé- 
rieur à tout nombre de B. Démontrons que A ne renferme pas de 
nombre plus grand que tous les autres, c'est-à-dire qu'étant donné 
un nombre x de A, on peut trouver dans A un nombre supérieur à x. 
D'abord le fait est évident si x est négatif ou nul. Prenons maintenant 
un nombre positif x tel que x- < a. Il nous suffit de montrer que 
l'on peut trouver un nombre positif h tel que l'on ait 

car X -\- Il appartiendra à A et sera supérieur à x. 
Nous avons à résoudre l'inégalité 

a** -f- 2 A X -H /<* < a 
ou 

/i(2a: -+- A) < a — x'*-. 

11 suffit de prendre li inférieur à i et tel que li{'xx -{- \) soit infé- 
rieur à a — X'^ c'est-à-dire de prendre h inférieur à la fois à i et au 

b. . . I» a — a?* 
re positH • 

' 237-4- I 

De même, Bn'a pas de nombre plus petit que tous les autres, c'est- 
à-dire que, si x appartient à B, on [)eut trouver un nombre positif// 
tel que {x — h) appartienne encpre à B. Il suffit pour cela de satis- 
faire à rinégalité 

( X — /O' > a 

ou 

•X lix — //* < ir- — a. 

Celle-ci est vérifiée si nous avons 

'i.hx < T* — a, 

ce qui a lieu si II est inférieur à • Ainsi les conditions du cas '^" 

^ 'XX 

sont réalisées. 

Quand une coupure remplit les conditions du cas \V\ on con- 
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vient de dire qu!elle définit un nombre irrationnel^ qui est par 
définition supérieur à tous les nombres de A et inférieur à tous 
les nombres de B. La même coupure définira toujours le même 
nombre irrationnel, 

L^eiisemble des nombres rationnels et irrationnels constitue l'en- 
semble des nombres réels, ou simplement des nombres, 

11 résulte de cette définition qu'une coupure étant effectuée dans 
Tensemble des nombres rationnels, il y a toujours un nombre déter- 
miné A, rationnel ou irrationnel, tel que tout nombre de la première 
classe A est inférieur ou égal à X, et que tout nombre de la seconde 
classe B est supérieur ou égal à X. Nous dirons que A est la classe 
inférieure relative à X, B /a classe supérieure, 

4. Comparaison de deux nombres irrationnels, — Soient X et X' 
deux nombres irrationnels différents, A et B, A' et B' les classes infé- 
rieures et supérieures relatives respectivement à X et à X'. 

Dire queXetX' sont différents, c'est dire que les coupures (A, B)et 
(A', B') ne sont pas identiques. Par suite les classes A et A' ne sont pas 
identiques. Supposons par exemple que A' contienne un nombre a 
qui n'appartienne pas à A. Alors a appartient à B et n'appartient pas 
à B'. Tout nombre :r de A est inférieur à «, qui appartient à B, et 
a, appartenant à A', est inférieur à tout nombre de B'. Donc tout 
nombre x de A est inférieur à tout nombre de B'. Par suite A et B' 
n'ont aucun élément commun; tout nombre de A est contenu dans A\ 
tout nombre de B' est contenu dans B. 

Les nombres rationnels se partagent alors en trois catégories : 

i" Ceux qui sont contenus dans A, par suite aussi dans h!. Ils sont 
inférieurs ù la fois à X et à X'. 

2" Les nombres tels que a, qui font partie de B et de A'. Ils sont 
plus grands que X et plus petits que X'. 

3" Les nombres qui font partie de B' et par suite de B. Ils sont 
supérieurs à la fois à X et à X'. 

Par définition, nous dirons que l'on a dans ce cas X < X'. 

L'hypotlièse inverse serait que A contient un nombre a n'apparte- 
nant pas à A'. On poserait dans ce cas X'<^X. 

5. Si Von a deux nombres réels quelconques X et X', pour que 
l'on ait X <^ X', il faut et il suffit qu'il existe un nombre rationnel x 
plus grand que X et plus petit que V, 
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En efl'et, quatre cas sont possibles : 

i" X et )/ sont rationnels. La propriété résulte de l'Algèbre élé- 
mentaire. 

2® A est rationnel, X' est irrationnel. 

Montrons d'abord que la condition est nécessaire. Supposons A << V. 
Le nombre rationnel A appartient à la classe inférieure relative à )/. 
Il y a des nombres de cette classe plus grands que k : ils sont plus 
petits que À'. 

La condition est suffisante. Supposons que l'on ait un nombre 
rationnel x tel que \<ix^ x <C a'; x appartient à la classe inférieure 
relative à )/. Donc A, rationnel et inférieur à x^ en fait aussi partie. 

3* X est irrationnel, X' est rationnel. I^a démonstration est analogue 
à la précédente. 

4" X et X' sont irrationnels. Le fait résulte alors de la notion de 
comparaison de deux nombres irrationnels (u" 4). 

6. L'ensemble des nombres réels est ordonné, c'est-à-dire qii' étant 
donnés trois nombres réels X, [x, v,* les conditions X <[ u, jjl < v en- 
traînent X < V. Remarquons que, dans le cas où [x est rationnel, le 
fait est inclus dans celui qui vient d'être énoncé (n** 5). Il reste à le 
démontrer quand [jl est irrationnel. 

Dans tous les cas, on peut, d'après le n" 5, trouver deux nombres 
rationnels a et 6 tels que 

X<a, a<\L, ^<b, ^<v. 

De a <; [JL, [JL<; 6 résulte a<^by puisque a fait partie de la classe 
inférieure relative à jjl, 6 de la classe supérieure. 
De a<i b^ b <C^ résulte a < v (n" 5). 
Enfin, de X < «, a <^ v résulte X < v (n" S). 

7. Nombres irrationnels positifs et négatifs, — Les nombres 
irrationnels plus grands que zéro sont dits /?05/V/yi/ les nombres irra- 
tionnels plus petits que zéro sont dits négatifs. 

Soient X un nombre irrationnel positif, A et Blés classes inférieure 
et supérieure relatives à ce nombre. Zéro fait partie de A. Rangeons 
dans une classe A' les nombres opposés (*) aux nombres de B, et dans 
une classe B' les nombres opposés aux nombres de V. Ce partage con- 

(*) On emploie aussi l'expression égaux et de signe contraire ou symétriques. 
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slilue une coupure, car tout nombre rationnel fait partie de A' on 

(le B' et tout nombre de A.' est plus petit que tout nombre de B'. 

Zéro fait partie de la classe B'. Donc la coupure (A/, B') définit un 

nombre irrationnel négatif )/. Nous dirons que)/ est le nombre opposé 

à X et nous écrirons 

X' = -X, X= — X'. 

X et X' ont tous deux pour valeur absolue X, et l'on écrit 

!X|=|X'| = X. 

Il est évident que X = u entraîne — X := — jjl et que X <[ [jl entraîne 
— X > — [JL, X et a étant des nombres réels quelconques. 

8. Valeurs approchées d'un nombre, — Soient un nombre réel 
quelconque X et un nombre rationnel positif x. Proposons-nous de 
comparer X aux nombres de la suite indéfinie dans les deux sens 

Prenons deux nombres rationnels r/, b tels que (7<^X<;6, puis 
deux entiers/? et q tels que 

P't<a, q^>b, 

ce que nous savons faire puisqu'il s'agit de nombres rationnels. Il en 

résulte que l'on a 

poL <X <7a. 

Bornons-nous à considérer les termes de la suite (i) compris entre 
poLeiqx. Le premier des termes de cette suite finie est plus petit 
que X, le dernier est plus grand que X. Parmi ceux qui sont inférieurs 
ou égaux à X, prenons le plus grand. Soit Aa ce terme. On aura 

/ia;I X <(A -f- i)a. 

Le nombre A a, qui est bien déterminé, est appelé valeur appro- 
chée à a. près par défaut de X. Le nombre (A4-i)a est appelé 
valeur approchée à ol près par excès de X. 

Soit un nombre rationnel a', tel que a'= -r» fc étant un entier po- 
sitif. Si Ton considère la suite analogue à (i) obtenue en remplaçant x 
par a', on constate que cette nouvelle suite (2) contient tous les termes 
de la première, en particulier hx et (A -h i)a, de sorte que la valeur 
approchée de X à x' près par défaut, A' a', est au moins égale à Aa; de 
même, (A'-h i)a' est au plus égal à (A -h i)a. 
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Pour fixer les idées, considérons les valeurs approchées d'un nombre 
X à — » — j • • • » — , • • • près. Soient w,/ la valeur approchée de X à — - 

près par défaut, c,, la valeur approchée de X à — - près par excès. En 
donnant à n les valeurs enlières positives i, a, 3, . . ., on a 

I 

V„ = Un -^ — • 

9. Soit A un nombre quelconque, z un nombre positif. On 
peut trouver deux nombres rationnels a et b tels que 

et 

h — a < e. 

[Venons un nombre rationnel positif ri inférieur à e. Si A est 

rationnel, il suffit de prendre a = 'k ' » /> ±= X -f- -• 

Si "k est irrationnel, on prend pour a el b les valeurs approchées 
de A à 7| près par défaut et par excès. Ce sont des nombres Atj 
et (h + i)to, comprenant A entre eux et difierant de moins de £. 



II. — Bornes supérieure et inférieure d'un ensemble. 

10. Quand on considère des nombres, à l'exclusion des autres 
nombres, on dit que Ton considère un ensemble; par exemple, on 
peut parler de l'ensemble des nombres positifs, de l'ensemble des 
nombres rationnels, de l'ensemble des nombres plus petits que i, de 
Tensemble des nombres fractionnaires qui, réduits à leur plus simple 
expression, ont pour dénominateur une puissance de 3, etc. 

Si Ton a un ensemble comprenant un nombre yî/i/ de nombres, 
l'un d'eux est supérieur ou éj,^al à tous les autres. Mais ceci n'a plus 
lieu nécessairement si l'on considère un ensemble comprenant une 
infinité de nombres. Par exemple, dans l'ensemble des nombres né- 
gatifs, aucun n'est plus grand que tous les autres. Cette remarque jus- 
tifie l'intérêt des notions que nous allons introduire. 
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Soil E nn ensemble quelconque de nombres; a étant un nombre 
rationnel, deux cas sont possibles, qui s'excluent Tun l'autre : 

i" a est inférieur ou égal à un Certain nombre de K, 

î>." a est supérieur à tout nombre de E. 

Il ja toujours des nombres rationnels satisfaisant à la condition i"; 
s'il n'y en a pas qui satisfassent à la condition 2", c'est que tout nombre 
rationnel est inférieur ou égal à un nombre de E; autrement dit, 
quel que soit le nombre rationnel a, il y a dans E un nombre au 
moins qui le surpasse. Dans ce cas on dit que E est illimité supé- 
rieurement; par exemple, l'ensemble des nombres entiers positifs 
est illimité supérieurement. 

Dans le cas contraire, E est dit borné supérieurement. Les nombres 
rationnels se partagent en deux classes ; la classe .\, composée des 
nombres vérifiant 1"; la classe B, composée des nombres vérifiant y.'*. 
Ce partage constitue une coupure, car tout nombre de A est inférieur 
ou égal à un certain nombre de E, lequel est inférieur a tout nombre 
de B. Il y a donc (n® 3, p. 4) un nombre M bien déterminé, tel que 
tout nombre de A est inférieur ou égal à M, tout nombre de B est 
supérieur ou égal à M. Ce nombre M est dit la borne supérieure de 
^ensemble E. Il a les deux propriétés suivantes : 

I** Tout nombre de Eest inférieur ou égal à M. En efl'et, s'il y avait 
dans E un nombre a >• M, on pourrait trouver un nombre rationnel n 
tel que a >• a >> M. Le nombre a ferait partie de la classe B tout en 
étant inférieur à un nombre a de l'ensemble E, ce qui est impossible. 

2" Si À est inférieur à M, il y a dans E un nombre supérieur à ).. 
En effet, prenons un nombre rationnel a tel que [A < « < M. a fait 
partie de la classe A; donc il existe dans E un nombre supérieur ou 
égal à a et par suite supérieur à X. 

On voit d'aj)rès cela que, parmi les nombres dont chacun est supé- 
rieur ou égal à tout nombre de E, il y en a un plus petit que tous les 
autres, c'est le nombre M. 

Ainsi, la borne supérieure de E est le plus petit parmi les 
nombres au moins égaux à tout nombre de E. 

Cette propriété ne peut évidemment appartenir qu'à un seul nombre. 

Il résulte de ce fait les remarques suivantes : 

Si l'ensemble E contient un nombre plus grand que tous les autres, 
ce nombre est la borne supérieure de E, 

Si un ensemble E, est contenu dans un ensemble E, la borne supé- 
rieure de E«, soit M(E4), est inférieure ou égale à la borne supé- 
rieure de E, M(E). 
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Si tous les nombres d'un ensemble E sont Inférieurs ou égaux à 
un nombre A, M(K) est inférieur ou égal à A. 

Un nombre A est la borne supérieure de Tensemble des nombres 
inférieurs à X. 

11. On définit de même la notion de borne inférieure. 

Etant donné un ensemble quelconque E, si, quel que soit le 
nombres, il y a dans E un nombre inférieur à a, l'ensemble E est dit 
illimité inférieure ment. Sinon, l'ensemble est dit borné in férieure- 
ment; on démontre alors l'existence d'un nombre déterminé m qui 
est dit la borne inférieure de C ensemble et qui possède la double 
propriété caractéristique suivante : 

1" Tout nombre de E est supérieur ou égal à m, 

2" Si ). est un nombre plus grand que /w, il y a dans E un nombre 
inférieur à A. 

m est le plus grand parmi les nombres qui sont inférieurs ou 
éfraux à tous ceux de E. 

S'il y a dans E un nombre plus petit que tous les autres, c'est la 
borne inférieure. 

Si un ensemble E| est composé de nombres contenus dans E, la 
borne inférieure de E|, soit //i(E|), est supérieure ou égale à la borne 
inférieure de E, /n(E). 

Si tous les nombres de E sont supérieurs ou égaux à un nombre A, 
m(E) est supérieur ou égal à A. 

Un nombre \ est la borne inférieure des nombres supérieurs à À. 

Quand un ensemble est borné à la fois supérieurement et infé- 
rieuremenl, nous dirons simplement qu'il est borné, 

La borne inférieure d'un ensemble est inférieure ou égale à la 
borne supérieure de cet ensemble. 

12. Si un ensemble est illimité supérieurement, nous conviendrons 
de dire qu'il a pour borne supérieure + ao; si un ensemble est illimité 
inférieurement, nous conviendrons de dire qu'il a pour borne infé- 
rieure — oc. 

Les choses se passent comme si, à l'ensemble R des nombres, on 
adjoignait deux éléments nouveaux, Tun, -f-oo, par définition supé- 
rieur à tous les éléments de R, l'autre, — oo, par définition inférieur 
à tous les éléments de R. Soit R' ce nouvel ensemble; on peut avec 
cette convention énoncer le résultat suivant : Un ensemble de 
nombres appartenant à R' a toujours une borne supérieure et une 



lO CIIAPITRK I. — NOMRRRS IRRATIONNELS, LIMITES, CONTINL'ITK. 

borne inférieurey qui sont des éléments de R'. Nous dirons que los 
éléments de R sont les nombres ///i/.v; -hoo et — oo sont infinis et 
sont considérés comme opposés l'un à l'autre. 

13. Si Von a deux ensembles de nombres A et B tels que tout 
nombre de A est inférieur ou égal à tout nombre de B, la borne 
supérieure M (A) de A est inférieure ou égale à la borne infé- 
rieure /?i(B) (le B. 

Kn eflet, prenons un nombre quelconque b de B. Par hypothèse, 
tous les nombres de A sont inférieurs ou égaux à b. Donc, on a 

M(A)<6 ou />jM(A). 

[.a conclusion s'applique à tous les nombres b de B. Donc la borne 
inférieure m(B) de B est aussi supérieure ou égale à M( \). 



III. — Différence de deux nombres. 

li. Soient x eiy deux nombres dillérenls; soit x <iy. 
Considérons tous les couples de nombres rationnels a, b tels que 

T } a '<ib -y. 

Formons les différences b — a. Ce sont des nombres positifs. Leur 
ensemble A est borné, car il y a des nombres rationnels a et [ï tels 
(|ue a<;-r, y<;,3; la différence ^ — a est supérieure à toutes les 
différences b — a. L'ensemble A des nombres b — a a donc une borne 
supérieure X, qui est un nombre positif. 

Dans le cas où x ^\y sont tous deux rationnels, parmi les couples 
(a, b) figure le couple a = jr, b=^y^ et la différence correspon- 
dante jk — J^ est plus grande que loutes les autres différences b — a^ 
de sorte quej^ — x est alors la borne supérieure \ de l'ensemble A. 
On a donc dans ce cas 

(i) y — x = \, x—y = — \. 

Quand X et y ne sont pas tous deux rationnels , nous convien- 
drons de définir leur différence par les équations (i). 

Si X = J', nous poserons 

x—y=y—x = o. 
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Ainsi, étant donnés deux nombres quelconques, la différence de 
ces deux nombres est parfaitement définie. 

lo. Si Ton a deux couples a:', y' et x^y tels que 

toutes les différences b — a faisant partie de l'ensemble A relatif à 
x^y font aussi partie de l'ensemble .V analogue relatif à x'^y^ donc 
la borne supérieure de \ est inférieure ou égale à la borne supérieure 
de .V, d'où 

Si l'on sait que deux nombres x, y sont compris entre deux 
nombres x\ y\ on a 

IH. On appelle oscillation d'un ensemble E ayant pour bornes 
supérieure et inférieure M et //?, le nombre positif ou nul oj = M — m. 

17. Si Von a deux ensembles de nombres A e/ B tels que tout 
nombre de A est inférieur ou égal à tout nombre de B et si, quel 
que soit s positif, il existe un nombre a de A^ un nombre b de B 
tels que b — a<Cz^ la borne supérieure M (A) de A est égale à la 
borne inférieure /n(B) de B, 

D'après la première hypothèse, on a (n" 13, p. lo) 

M(A)i/7i(B). 

Montrons que l'on ne peut avoir M(A)< m(B). 

En effet, si cela était, soient a un nombre quelconque de A, b un 
nombre quelconque de B, on aurait 

alM(\)<m{B)<b, 
d'où 

^, — a^^/n(B)— M(A). 

Prenons e positif et inférieur au nombre positif m(B) — M(A). 
Toutes les différences b — a seraient supérieures à s, contrairement 
à la seconde hypothèse. 
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IV. — Théorie des limites de suites. 

18. Considérons une suite infinie de nombres 

On dit qu'w/ie telle suite a pour limite À, ou tend vers X, ou que 
Un tend vers A, quand n croît indé/iniment, si, quels que soient 
les nombres V et â" satisfaisant à la double inégalité 

il existe un entier p tel que la condition n "^ p entraîne 

Nous donnerons quelquefois une portée plus grande à la notion de 
limite en supposant que X peut être égal à -f- oo ou à — oo. Si par 
exemple à=-|-oc, 11 n'existe pas de nombre A", de sorte que, dire que 
la suite W|, ..., «i,,, ... a pour limite H-oo, c'est dire que, quel que 
soit X', il y a un nombre p tel que, pour n> p^ on a 

Nous dirons que la seconde définition correspond au sens étendu de 
la notion de limite et la première au sens ordinaire. 

19. Suites non décroissantes. — Considérons une suite telle que 
l'on ait 

W I "- W * _ . • . It i| "- . . . . 

Soit X la borne supérieure (finie ou non) de l'ensemble des w,,. Je 
dis que la suite //|, u.>^ ..., Um .-.a pour limite A (au sens étendu)» 

En effet, si "a" est plus grand que A, tous les Un sont plus petits 
que a". Si )/ est plus petit que A, d'après la seconde propriété de la 
borne supérieure, un au moins des Un est supérieur à )/; tous ceux 
qui suivent ce terme dans la suite ont la même propriété. Donc, à 
partir d'un certain rang, tous les Un sont compris entre )/ et X"; donc 
la suite a pour limite A. 

Suites non croissantes. — De iiiêiue on reconnaît qu'une suite non 
croissante 

a pour limite la borne Inférieure de l'ensemble des nombres Un- 
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Comme application, soient "k un nombre quelconque, u,i et p/^ ses 
valeurs approchées à — ^ près par défaut et par excès (n** 8, p. 7). 



On 



"i5 Mjj...;! w«^- . .^ *-'«=• • -l^l^ï 



L'ensemble des Un et Tensemble des Vn sont tels que tout nombre 
du premier ensemble est inférieur à tout nombre du second ; 

comme on a de plus Vn — Un = — - et que, par suite, quel que soit 

£ >► o, pour une certaine valeur de /i, on a ç^/, — u„ < £, on en conclut 
(n'* 17, p. 1 1 ) que la borne supérieure des m,,, soit M(ai, ..., Un^ ...), 
est égale à la borne inférieure des r„, soit m(i^i, . . ., i',/, . . .). On a 
d'ailleurs (n" 8) 

d'où 

il y a donc égalité entre ces trois nombres. 

Ainsi le nombre X est la borne supérieure de la suite de ses 
valeurs approchées par défaut et la borne inférieure de la suite 

de ses valeurs approchées par excès à — nP''^^' c'est donc aussi la 

limite commune de ces deux suites, 

20. Plus grande et plus petite limite. — Soit une suite quel- 
conque 

(i) Ml, Mj, .... Ufij •• . ; 

n étant fixé, l'ensemble des nombres Un, ^/i+d ••• sl une borne supé- 
rieure M,| et une borne inférieure m,,. 

En donnant à n les valeurs entières successives 1, 3, 3, . . ., on a 

M,::M,âM3>-...^M„>..., 
iiti^ Wj^ m^^. . .^ m^^. . .. 

La première suite est une suite non croissante; elle a pour limite 

la borne inférieure M des nombres M/|. La seconde est une suite non 

décroissante et a pour limite la borne supérieure m des nombres mff. 

D'ailleurs un nombre quelconque Mu est supérieur ou égal aux 

nombres suivants M/,^.f, . . ., donc aussi aux nombres nift^t, . . ., donc 

à tous les nombres de la seconde suite. Il en résulte (n^ 13, p. 10) 

que l'on a 

M > m. 
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M est dîl \9i plus grande limite de la suite (i), m est dit la pins 
petite limite de cette suite. M a les deux propriéu-s suivantes : 

i" Si a est un nombre plus ^rand que M, il j* a un entier p tel que, 
pour n > />, on a Un < a. 

En effet; la suite M|, M^, ..., M,,, ... tendant vers M, il y a un 
entier/?, tel que pour n >/; on a M,y<; a, d'où u„<ia; 

2" Si a esl plus petit que M, quel que soit //, on peut trouver un 
entier n supérieur à />, et tel que ///, > a. 

En effet, quel que soit/;, M^^i, qui est au moins égal à M, est supé- 
rieur à a, c'est-à-dire que, dans la suite «xi+i, "/i+a-. •••? î' y î* un 
nombre au moins supérieur à a, 

La plus petite limite m a des propriétés analogues : 

i" Si a est un nombre plus petit que /«, à partir d'un certain rang 
les termes de la suite donnée sont tous supérieurs à «; 

2** Si a est plus grand que //?, quel que soit/>, on peut trouver un 
entier n supérieur à p, tel que w«< a, 

21. Pour que la suite (i) ait une limite {sens étendu)^ il faut 
et il suffit que M soit égal à /«, et cette i^aleur est alors la limite. 

En efVet, supposons d'abord que la suite ait une limite A (sens 
étendu); prenons des nombres >/ et )/' tels que 

)/ <X < X'. 

D'après la définition de la limite, il y a un entier/? tel que pour n >►/? 

on a 

À' - : u„ < l", 

c'est-à-dire que tous les nombres Up^tj Up^^j ••• sont compris entre 
)/ et X". 11 en est donc de même des nombres M^^, , nip^i, donc aussi 
de M et m. Le raisonnement étant valable quel que soit )/ inférieur 
à )., M et m surpassent tous les nombres inférieurs à X. Par suite, il> 
sont au moins égaux à X. De la même façon, on voit qu'ils lui sont an 
plus égaux. On a donc 

M = m = X. 

La condition est donc nécessaire. Elle est suffisante. En effet, sup- 
posons que M soit égal à m; soit a leur valeur commune. Prenons 
un nombre )/ inférieur à A = m. D'après la première propriété de la 
plus petite limile, il y a un entier /> tel que pour /i >/? on a )/<^ u„. 
De même, soit )/' un nombre supérieur à X = M; à partir d'un cer- 
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tain rang, tous les Un sont inférieurs à V , De sorte qu'à partir d'un 
certain rang les u,i sont compris entre )/ et )/', ce qui montre que la 
suite (i) a pour limite À. 

On reconnaît ainsi que la limite de (i)^ si elle existe, est unique. 

En considérant spécialement le casd\ine limite fînie, on a l'énoncé 
suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour que la suite (i) ait 
une limite finie est que M et m soient égaux à un même nombre 
fini. 

22. Théorème l (de Cauchj). — La condition nécessaire et suf^ 
fisante pour qu une suite Wi, «2? •••? '^«î ••• ^'^ tine limite finie 
est quCy à tout nombre e positif, on puisse faire correspondre un 
entier p tel que les conditions }jl >/?, v >/? entraînent 

I /i|i— Mv I < e- 
I** La condition est nécessaire. En effet, supposons que la suite 

ait une limite A. Donnons-nous un nombre e positif et prenons (n°9, 
p. 7) deux nombres rationnels a, ^ satisfaisant aux inégalités 

a < X < P, ^ - a < £. 
D'après la définition de la limite, il y a un entier/^ tel que 

enlraînent 

d'où résulte (n" 15, p* 1 1) 

I "(JL — "v I C fi — a < 6- 

2" Pour faire voir que la condition est suffisante, nous allons mon- 
trer qu'elle n'est pas remplie si la suite n'a pas une limite finie. 

Soient M et m la plus grande et la plus petite limite de la suite. 
Les cas possibles sont les suivants : 

< a) M = m = -h X, 

{b) M = /;? ~ — 00, 

{€) M>/?î. 
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(a,) Cas de M = /?i = -4- xi. Donnons-nous un nombre rationnel 
positif A, un entier p, et choisissons un autre entier [jl >/?. 

Considérons le terme u^. Prenons un nombre rationnel B supérieur 

à f/|x« B -f- A est un certain nombre rationnel. La suite (i) ayant pour 

limite -f- oo, à partir d'un certain rang les termes de la suite dépassent 

tous B-f- A. On peut donc prendre un entier v supérieur à [jl et tel 

que 

Wv> B -+- A. 

On a alors 

W{iL < B < B -h A < Mv, 
d'où (n'' lo, p. 1 1) 

I "a— Wvl5(B-i-A)— B = A, 

de sorte que, p et A étant pris arbitrairement, on peut trouver deux 
entiers ijl et v supérieurs à /? et tels que | ii^ — a^, \ soit supérieur à A. 
l^a condition de l'énoncé n'est donc pas remplie. 

(h.) Une démonstration analogue s'applique au cas de M=m = — oc. 

(c.) Cas de M > m. Prenons deu\ nombres a, ^ tels que 

m< a < p < iM. 

(^uel que soit /?, de m <C ^ résulte qu'il y a un entier jjl supérieur 
à p^ tel que u^<C.7.', de fi <[ M résulte qu'il existe un entier v su- 
périeur à />, tel que «/v> P* 

Des inégalités 

résulte (n" 15, p. 1 1) 



La condition de l'énoncé n'est pas vérilîée pour s, dès que s est 
inférieur à g — a. 

Le théorème I est donc établi. 

Théorème IL — Si ron a deux suites 






• • 



• • 



• 1 



dont la première a une limite finie A, pour que la seconde ait 
aussi pour limite X, il faut et il suffit que \u,t — i',i| ait pour 
limite o. 

i*^ La condition est nécessaire. En effet, supposons que \?n tende 
vers X comme w«. Soit e >- o. Prenons deux nombres a, ^, tels que 

a < X < ^, P -- a < e. 
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Quand n dépasse une certaine valeur, on a à la fois 



d'où résulte 



Un~-Vn\ ^ — a < e. 



I^a conclusion étant vraie quel que soit le nombre positif s, cela 
veut dire que le nombre | it^ — r« | a pour limite o. 

2" La condition est suffisante. Pour le montrer, nous allons faire 
voir qu'elle n'est pas remplie si i^, ne tend pas vers X. 

Soient M et m la plus grande et la plus petite limite de la suite (2). 
Par hypothèse, on n'a pas M = m = X. 

On peut avoir M>X, ou bien M"? A avec //i<;X, de sorte que l'on a 
au moins une des deux conditions M ]> X, m <C A. 

Soit par exemple M >► X. Prenons deux nombres a et ^3 tels que 

X < a < p < M. 

Il y a un entier p tel que, quel que soit n > /?, on a w,i<; a. D'autre 
part, comme on a ^ < M, on peut trouver /i >/? tel que ç„ > p. 
De 

résulte 

I "/»— f«|èP — «. 

Il suffit alors de choisir £ inférieur à ^ — a, pour que la condition de 
l'énoncé ne puisse être remplie pour s. 

On ferait, en partant de l'hypothèse m < X, une démonstration 
analogue. 

Théorème lll. — Pour qu'une suite 

^H ^it • ' "t ^«» • • • 

ail pour limite le nombre X {fini) il faut et il suffit que \vn — X | 
ait pour limite o. 

Cet énoncé s'obtient en appliquant le théorème précédent au cas 
où tous les nombres de la première suite «,, Wj, ..., w^, ... sont 
é^aux à un même nombre X, et où par conséquent cette suite a pour 
limite X. 

Théorkme IV. — Si une suite 

(1) Wl, wj, .., "i 

B. 
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a pour Limite X, la suite des nombres opposés 

U\^ Wj. • • • « '^/ii • • • 

a pour limite — X. 

En effet, soient a et jîi deux nombres tels que 

a <— X < fJ. 
11 en résuhe (n** 7, p. ()) 

Comme la suite (i) tend vers A, il y a un entier/? tel que, pour 
n > p, on a 

- P < Ur, < - a, 

ce qui entraîne 

a < — M,, < p. 

Cette double inégalité expri^ne que la suite 

a pour limite — X. 

Théorème V. — Si la suite 

(l) Wi, Mj, . . ., W/i, 

tend vers )x, la suite 

i'i) \uil |aj|, ..., \unl ... 

tend vers I aI. 



En effet, si X est positif, à partir d'un certain rang, u» est positif; 
on a, à partir de ce rang, |m„|=:m„, et, comme |X| = X, Tégalité 
lim u,i = X peut s'écrire lim | W/J ^ | X |. 

Si X est négatif, à partir d'un certain rang, «„ est négatif; on a, 
à partir de ce rang, | w„ | = — a« ; comme | X | = — X, et comme, d'après 
le théorème iV, linu/^^X entraîne lim( — Un) = — X, on peut 
écrire lim | w,, | = |X|. 

Enfin, si X est nul, quel que soit le nombre e positif, il y a un 
nombre/? tel que, pour /i >/?, on a — £<"«<[£? ^'^ù | «« | < e, ce 
qui prouve que | Uf,\ a pour limite o. 

Théorèmk VJ. — Si l'on a deux suites 

M j , M j « * * • 7 ^n ï • • • » 
^\^ t'2i • • . î ^'«) • . • » 
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dont la première tend vers \ la seconde vers ^^X et ^ étant 
deux nombres Jinis, la suite de terme général Vn — Un a pour 
limite |jl — \, 

Remarquons que, dans le cas de \ = u., cet énoncé constitue la pre- 
mière partie du théorème II. 

Supposons maintenant jjl ^ X, par exemple [jl> A. Soite un nombre 
rationnel positif. Prenons deux nombres rationnels a elb tels que 

a<X</;<fx, b — a<e, 

puis deux nombres rationnels c et d tels que 

6<c<(ji<^, d — c<e, 
de sorte que 

avec 

(2) b — a < e, d — c < s. 

Dès que n surpasse un certain entier />, on a 

Des inégalités (i) résulte (n" 15, p. 1 1) 

(4) c — b^\t.'—\%d--a. 

Des inégalités (3) résulte de même 

< 5 ) c — b^Vfi — UnLd — a. 

De (4) et (5) résulte de la même manière 

|( jx — X ) — ( i' „ — a ,, ) I ^ ( «f — a ) — ( c — 6 ) , 

et, comme a, 6, c, rf, s sont rationnels, on a, d'après (li), 

d — a —{c — b) = d — C-+-6 — a<'2î, 
donc 

|(|ji — X) — (t^„— a,,)| <'2£. 

e étant arbitraire, on a 

Iim|(îJi — X) — (p„— Un)\ = o. 

D'après le théorème 111, cela signifie que l'on a 

lim(c,i — w„) = fji — X. 
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C'est la propriété que nous voulions établir. En changeant les signes 
et en se servant du théorème IV, on a 

lim(a,|— p„) == X— fi, 

c'est-à-dire que le théorème a lieu dans quelque sens que l'on prenne 
la différence. 

On a aussi (Théorème V) 

lim| £««—!»« I = |X — [J-l 



V. — Notions de fonction et de continuité. 

23. En Mathématiques, on représente par une lettre un nombre 
susceptible de prendre différentes valeurs. On dit alors que l'on a 
une variable. 

Si, aux différentes valeurs d'une première variable .r, corres- 
pondent, suivant une loi que l'on indique, différents nombres, on 
convient de considérer ces nombres comme les valeurs d'une autre 
variable qui est dite /onction de la première. Celle-ci reçoit le nom 
de variable indépendante ou àiargunicnt de la fonction. 

Par exemple, si l'on donne une suite de nombres w,, w^, ..,, ««, ..., 
le nombre «„ est fonction du rang ai. La partie entière d'un nombre x 
est une fonction de x\ — x est une fonction de .r; x lui-même est 
une fonction de x. 

De même, si l'on considère plusieurs variables, c'est-à-dire plu- 
sieurs lettres dont chacune est susceptible de représenter diflerenls 
nombres, si à chaque système de valeurs attribuées aux variables cor- 
respond un nombre, suivant une loi que l'on indique, on convient de 
considérer ces derniers nombres comme les valeurs d'une même 
variable qui est dite fonction des premières, lesquelles sont les vat- 
riables in dépen dan tes . 

Par exemple, en Arithmétique, on apprend à donner un sens aux 

expressions a -h è, a — 6, ab^ v- Les trois premières sont définies 

quels que soient les nombres rationnels a et 6, la quatrième est 
définie à condition que b soit différent de o. Ce sont des fonctions 
de a et b. 

Nous avons défini précédemment x — y quels que soient les 
nombres réels x et y; x — y est donc une fonction de x et y. 
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24. Etant donnés deux nombres a et 6, tels que a<[ 6, on appelle 
intervalle (a^ b) l'ensemble des nombres x tels que a^x'^b^ inter- 
valle ( — 00, a) l'ensemble des nombres x tels que x^a^ inter- 
valle (a, H-oo) l'ensemble des nombres x tels que a^x^ intervalle 
( — 00, 4- oo) l'ensemble de tous les nombres. 

Le premier de ces intervalles est dit borné; les autres sont au con- 
traire illimités. 

Si l'on a plusieurs variables x^y^ . . . et des intervalles correspon- 
dant respectivement à chacune de ces variables, on appelle champ 
l'ensemble des systèmes de valeurs attribuées aux variables x^ y, . . ., 
telles que x fait partie de l'intervalle de variation relatif à x, y de 
l'intervalle relatif ky^ etc. 

Le champ est borné si tous ces intervalles de variation sont bornés. 
Il se compose alors de l'ensemble de tous les systèmes de valeurs 
de x^ y^ . . ., tels que 



a'>xla\ b -y - b\ 



• • • » 



ay a\ A, 6', ... étant des nombres finis. 

Le champ formé par tous les systèmes de valeurs possibles attri- 
buées k x^ y^ ... est défini par 

Nous dirons que c'est le champ indéjini des variables x^ y^ .... 

Pour abréger le langage, quand on considérera simultanément plu- 
sieurs variables, nous appellerons point un système de valeurs déter- 
minées attribuées à ces variables. Nous dirons que l'on a un point 
rationnel si toutes ces valeurs sont rationnelles. 

Limite d^une suite de points. — On dit que la suite de points 

a pour limite le point (xq, yQ, . . .), quand n croit indéfiniment, 
si Von a 

2o. Continuité. — Soit une fonction d'une ou plusieurs variables 
y(j7, 1', •..) définie pour tous les points d'un champ G. (Ce champ 
se réduit à un intervalle s'il n'y a qu'une variable.) Soit {xq^ y^^ •. .) 
un point du champ G. 

On dit que la fonction f est continue au point (^o? JK©? •••) ^h 
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pour toute suite de points appartenant au champ C, 
et tendant vers le point {xq^ y^^ . . .), on a 

ïim/(.r„,^„, ...)=/( ^0,^0, •■•)• 

Si cette condition est vérifiée pour tout point (Xq, .Xoi •••) ^" 
champ C, on dit que f est continue dans le champ. 

Par exemple, les fonctions ( — x)^ |x|, qui sont définies pour loute 
valeur de x, c'est-à-dire dans l'intervalle ( — oc, H-oo), sont conti- 
nues, car, d'après les théorèmes IV et V^, p. i8, on sait que 

lim Xfi = Xq 

entraîne 

\\m{'—Xn) = — or^^, lim \x„\ = |.ro|. 

La fonction x — y des deux variables x et r, qui a été définie 
pour toutes les valeurs de x et de y, est continue, car on a vu (théo- 
rème VI, p. 19) que 

\\mxn= Xq, lim^„ = ^o 
entraînent 

Iim(^„— yn) = ^0—^0. 

La valeur approchée de x à une unité près par défaut (partie entière 
de x) est une fonction définie pour toute valeur de x. Ce n^ est pas 

une fonction continue. Prenons par exemple x„ = i » et don- 
nons à n les valeurs entières i, 2, 3, La suite obtenue a pour 

limite i , lorsque n augmente indéfiniment, tandis que la valeur 
approchée à une unité près par défaut de x,t est toujours égale à o, 
donc a pour limite o, qui n'est pas égal à la partie entière de i. 



VI. — Fonctions d'arguments rationnels. 

26. Etudions particulièrement les fonctions connues par l'Arith- 
métique et l'Algèbre élémentaire et définies pour des valeurs ration- 
nelles attribuées aux variables. 

Considérons une fonction / de deux variables x^ y définie pour 
tous les points rationnels appartenant à un champ C. 

Nous dirons que la fonction f est uniformément continue dans C, 
si à tout nombre positif s on peut faire correspondre un nombre 
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positif a, tel que les conditions 

\X'-x'\ < a. \y—y\ <a 
entraînent 

l/(^.r)-/(^sy)l<£, 

(ar, y) et (or', y) étant deux points rationnels quelconques du 
champ C. 

Remarquons que la condition sera certainement remplie pour tout 
nombre positif s, si elle l'est pour tout nombre rationnel positif. 

27. Les fonctions x -\- y et x — y^ qui sont définies pour tout 
point rationnel (x, y), sont uniformément continues dans le 
champ indéfini 

Pour résoudre le problème indiqué dans la définition de la conti- 
nuité uniforme, il nous faut vérifier les conditions 

|(^_j.^)-(a7'-hy)|<E, \(x-y)-{x'-y)\<e. 
Ces conditions seront vérifiées si Poii a 

28. La fonction xy est uniformément continue dans tout champ 
borné. Soit C un tel champ, défini par les conditions 

alxla\ l> = y=à\ 

Prenons un nombre rationnel A supérieur aux valeurs absolues des 
quatre nombres a, a', 6, b' ] pour tout point du champ on a 

\x\<x, \y\<i^^ 

11 s'ag^it de résoudre l'inégalité 

\^y — x'y'\ <£• 

Nous l'écrirons 

\{x—x')y-^x'{y—y)\ <£. 

Cherchons à satisfaire aux deux inégalités 



24 CHAPITRE I. — NOMBRES IRRATIONNELS, LIMITES, CONTINUITÉ. 

Dans le champ considéré, ces inégalités seront vérifiéeSj si l'on 
vérifie les suivantes : 

ar — x'\PL< l, |^-y|A< i. 



11 suffit pour cela de prendre x — ^' et ^ — y plus petits en valeur 

E 

■ ■ - • 

A 



absolue que - 



î29. La fonction - est définie en tout point rationnel (j7, y) tel 

que y^o. Pour qu'elle soit définie en tous les points rationnels 
d'un champ borné C 

a Ix ' a\ b -}'^ h\ 

il faut et il suffît que C ne contienne aucun point pour lequel y soit 
nul, c'est-à-dire que l'intervalle (6, 6') ne contienne pas o, ou encore 
que b et b' soient différents de o et de même signe. Je dis que la 

fonction - est uniformément continue dans un tel champ. 

Prenons un nombre a, positif, rationnel et inférieur aux valeurs 
absolues de b et è', et un nombre positif rationnel A supérieur aux 
valeurs absolues de «, a', fc, //. Pour tout point rationnel du champ, 
on a 



11 s'agit de vérifier la condition suivante 



X X 



<E, 



qui s'écrit 

\xy^x'y\ 



yy 



<e 



Cherchons à vérifier l'inégalité suivante, obtenue en diminuant le 
dénominateur de la précédente : 



I xr' — x'y\ ^ ^ 



i!2 



OU 

\{x — x')y^x{y—y)\ <£{ji«. 
Il suffit de résoudre les inégalités : 
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On voit que la condition sera \éririée en prenant x — x' et y — y' 
inférieurs en valeur absolue à -—• 

2 A 



VII. — Principe d'extension. 

30. Nous nous proposons, étant donnée une fonction /(or, ^) de 
deux arguments rationnels, supposée uniformément continue dans 
tout champ borné où elle se trouve définie, de définir une fonc- 
tion F(x, y) d'arguments quelconquesy qui soit égale à f{x^y) 
en tout point rationnel et qui y de plus j soit continue, 

La fonction F sera définie en tout point (x^^^ y^) possédant la pro- 
priété suivante : il existe des nombres <?, a\ 6, b' tels que l'on a 

« < a^o < a\ b < xo < b\ 

et la fonction y est définie en tous les points rationnels du champ C, 

défini par 

a -x.a'^ b'iy h'. 

Remarquons que, s'il s'agit des fonctions x-f- j^, x — y, xy^ tout 

oc 

point (xo,j'o) vérifie la condition. S'il s'agit de la fonction-* tout 

point (^0, yo) <lu plâïi ici que y^y^ o remplit la condition ; en effet, 
étant donné un tel point, prenons deux nombres b et b' de même 
signe et tels que b <^ yQ<ib' ^ puis deux nombres a, a' arbitraires ; 
dans le champ ainsi obtenu, la fonction est définie en tout point 
rationnel . 

Cela étant, soit C le champ correspondant à un point (xq^ y^) qui 
remplit la condition indiquée. Rappelons qu'à un nombre positif 
donné e, on peut faire correspondre un nombre a positif, tel que, pour 
deux points rationnels [x^y)^ {^'ly') ^® C? '^^ conditions 



entraînent 

l./"(^,r)-/(^'»y)i<e- 

Onpeut trouver une suite de nombres rationnels x«, x^^ ..., .r,,, ..., 
tendant vers x^ et une suite de nombres rationnels ysty-i-, *,.^y,n ..•? 
tendant versjKoî ^^ a ainsi une suite de points 

tendant vers (xq^ yo). Quand n dépasse une certaine valeur, x,t fait 
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partie de Tinlervalle (a, a'), y„ de rînlervalle (6, 6'), et par suite le 
point (x,i, y„) fait partie du champ C. Supposons cette condition 
remplie à partir du premier point. Je dis que la suite 

a une limite quand n croît indéfiniment. 

En effet, soit e > o. Prenons un nombre positif a qui corresponde 
à e d'après la loi indiquée. Du fait que l'on a 

résulte, d'après le théorème 1, i" (p. i5) qu'il y a un entier />, tel 
que les conditions 

entraînent 

|^*|ji~ J^v| <a, |7}JL — ^v|<a, 

lesquelles entraînent elles-mêmes l'inégalité 

D'après le théorème I, 2**, ce fait exprime que la suite {'?/) a une 
limite. Soit X cette limite. 

Je dis qu'elle reste la même si l'on remplace la suite (i) par une 
autre suite de points rationnels tendant vers (xo, .7^0)1 soit 

(•^nJ^lJî •••1 \^ui yn)i •••• 

On a, par hypothèse. 

D'après le théorème 11, i" (p. i()), il y a un entier /?, tel que, 
pour A? >/?, on a 

\^u—K I <a, \y,^-. y'^\ <^0L. 

Ces conditions entraînent 

\f{^n,yn)-'fix'„.y'„)\ <£. 

Comme la suite (^) a une limite X, ceci exprime, d'après le théo- 
rème 11, 2**, que la suite 

a la même limite X. Ce nombre X est donc indépendant de la suite 
choisie, il ne dépend que de {x^^ y^). 



VII. — PRINCIPE d'extension. 27 

La fonction F ckerch/'c, si elle existe, devant être continue en 
(^0^X0)1 doit être égale en ce pointa X. jVo us poserons 

Il faut montrer que la fonction F ainsi définie vérifie les conditions 
imposées. Tout d'abord, si (x©, yo) est rationnel, nous pouvons 
prendre, quel que soit /i, :r„ = Xq^ y„z=z y^^. Il est évident que Ton a 
dans ce cas \ = /(^o? yo)-, d'où 

donc F est égal à J en tout point rationnel. 

Montrons maintenant que, s et a ayant la même signification que 
plus haut, pour deux [>oints quelconques {x^ y)^ (x\ y) du champ C, 
les conditions 

entraînent 

\F(x,Y) - F(x\y)\fs. 

En effet, si x est différent de x'^ prenons une suite de nombres ra- 
tionnels x^, oTa, ..., Xfty ..., tous compris entre x et x' et tendant 
vers X, et une suite de nombres rationnels x\^ x'^^ . . ., x'^^ . . . , tous 
compris entre x et x' et tendant vers x' , Si x est égal à x\ prenons 
une suite de nombres rationnels, tous contenus dans l'intervalle de 
variation de x relatif au champ C, et tendant vers x^=x\ soit Xj, 
jTj, . . ., x,i^ ... ; prenons -r^|= X/i. En opérant de même pour la va- 
riable^, on détermine deux suites de points rationnels du champ C 

{•^\^ y\)t •••» K'^n* yn)y •••» 

la première tend vers (x^ y), la seconde vers (x', y')^ et Ton a, quel que 
soit Al, 

Ceci entraîne 

1/(^/1, yn)—/(^\n y,, ) |< £. 

Quand n croît indéfiniment, d'après le théorème VI (p. 9.0), le 
premier membre a une limite qui est 

I lim/ (xny yn)— lim/Cj-;,, y'n)\ 
OU 

\¥{x,y)-¥{x\y)\. 

Donc 

\¥(x,y)--¥ix\y)y^t. 
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Revenons au point (jtoî Xo)» Si Ton a une suite quelconque de 
points 

tendant vers (^oj^o)? 'a fonction sera définie en ces points, à partir 
d'un certain rang. Je dis que l'on a 

En effet, £ et a ayant toujours la même signification, quand n dé- 
passe un certain entier, on a 

ce qui entraîne, d'après ce que l'on vient de voir, 

|F(.r,i, K,,)— F(ro, .ro)|=e, 
et, comme e est arbitraire, cela signifie que 

Donc la fonction F est continue au point (xo-^yo)' C'est donc une 
fonction continue en tout point ou elle se trouve définie. 

Ainsi la fonction F est bien déterminée et remplit toutes les con- 
ditions imposées. Nous dirons que F est la fonction f étendue, et le 
procédé de définition de F s'appellera /?/-ï/?ci/?e d'extension, 

31. On a vu que chacune des fonctions d'arguments rationnels 

x-r-y, x — y, xy, -- 

m/ 

est uniformément continue dans tout champ borné où elle se trouve 
définie. Donc le principe d'extension s'applique à ces fonctions, et 
donne naissance à des fonctions d'arguments quelconques que nous 
continuerons à désigner par les mêmes notations et à appeler somme, 
différence, produit, quotient. Les trois premières sont définies pour 
tout point {x^y)\ la quatrième est définie pour tout système {x^ y) 
tel que y^^ o. 

La définition de ces quatre fonctions est nouvelle, sauf en ce qui 
concerne x — y. 

Nous avons, en effet, défini précédemment (n° 14, p. lo) une 
fonction x — y d'arguments quelconques, dont nous avons démontré 
qu'elle est continue ( n" 25, p. 22) et qu'elle se réduit, quand x et y 
sont rationnels, à la fonction définie par l'Algèbre élémentaire. Ces 
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deux propriétés ne pouvant appartenir qu'à une seule fonction, la 
première définition coïncide avec la définition actuelle. 
Les quatre fonctions sont continues, c'est-à-dire que, si 

(•^ii»yi)> •••1 («^/tj^iijj ••• 

est une suite de points tendant vers (x, j*), les expressions suivantes : 

^« 

tendent respectivement vers 

On peut donc dire que le résultat des quatre opérations de 
l^ Arithmétique, effectuées sur deux nombres x^ y quelconques^ 
est la limite vers laquelle tend le résultat obtenu en effectuant la 
même opération sur deux nombres x,i^ yn^ tendant respectivement 
vers les nombres donnés. 

Il convient de remarquer que, si l'on a une fonction de plusieurs 
variables et que l'on donne à certaines de ces variables des valeurs 
fixes, la fonction se réduit à une fonction des autres variables. Si la 
première fonction est continue, la nouvelle fonction l'est a fortiori. 

or 

Signalons comme cas particulier d'un quotient — le cas de. x =i \. 
On obtient alors la fonction - » qui est dite V inverse de y. 

32. Fonctions composées. — Soient .r, y^ ... des variables, 
y, ©, . . . des fonctions de ^, y, . . .; /', 'f , ... peuvent être, à leur tour, 
arguments d'une nouvelle fonction F. Celle-ci peut alors être consi- 
dérée comme une fonction O {x^ y, . . . ) de j:, j^', ... par l'intermé- 
diaire des fonctions/, '^, On dit que c'est une fonction composée 

de X, j^, .... 

Dans le cas d'une seule variable indépendante x et d'une seule 
fonction intermédiaire/", la fonction F est dite /o/ic^fo ai de fonction. 

Les quantités x -\-{y -\- z) el x {y -\- z)^ par exemple, sont fonc- 
tions composées des trois variables x^ j', z par l'intermédiaire des 
fonctions x ely -[- z. 

Si f o, ... sont fonctions continues des variables x^y, ... et 
si F est fonction continue def '^, . . ., la fonction 
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est fonction continue de x^ y, ... en tout point où les fonctions 
considérées se trouvent définies. 

En effet, soient (xq, J'q, . . .) un point, et 

une suite quelconque de points tendant vers (jto» ^o» ...)• D'après 
l'hypothèse, si l'on pose, pour /i = o, 1,2, . . ., 

F est définie et continue pour tous les systèmes de valeurs (y„, cp„, ...). 
Chacune des fonctions/", ©, . . . étant continue, on a 

iim/rt=/o, lim<p„=<po, ...; 
F étant continue par rapport à/, », . . ., il en résulte 

limF(/„,<p,„ ...) = F(/o,<po, ...), 
ce qui s'écrit 

cela exprime que la fonction 4>(^, >', . . .) est continue. 



VIII. ^ Extension du calcul algébrique. 

33. Le calcul algébrique comprend le calcul des égalités et le calcul 
des inégalités. Occupons-nous d'abord du premier. 

Le calcul algébrique des égalités résulte d'un certain nombre de 
principes que l'on établit en Arithmétique et en Algèbre élémentaire 
et qui peuvent se résumer dans le Tableau suivant de formules, 
où jr, j', z désignent des nombres rationnels : 

X -^ y = y -^ X, 
so-^'iy-'rzj^T-^-y-^-Zy 

X -ho = X, 

X — j- = o, 

o — X =• — x^ 

^-^{—y)'-^^ — y, 
— (— T) = ^, 

xy = yx, 

^iy^) = 'ryz, 

{x -i- y)z — xz -h yZy 
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a?.o — O, 

3r{— y) =—ory, 

X I 

- = X - {y 9^0). 

.y r 

34. Si deux fonctions /et cp, d'arguments quelconques x^ y, . . . , 
sont continues et sont égaies pour tout point rationnel, elles sont 
encore égales pour un point quelconque. 

Soit (xn-, yoî ...) un point quelconque. Prenons une suite de points 
rationnels 

tendant vers (.Tq, y 01 •••)• P^*" hypothèse, on a, pour /? = 1 , '^., . . ., 

fi^n.yni ...) = ^(^n,yn> • • -)- 

Quand n croît indéfiniment, les deux membres, en vertu de la 
continuité de /et de ç, ont pour limites respectivement /"(^o? yof •••) 
et 3 (xot y 01 • • •) î ^oiic on a 

Cela posé, toutes les fonctions qui figurent dans le Tableau pré- 
cédent sont fonctions continues des variables qui y entrent, les unes 
en vertu du principe d'extension, les autres en vertu de ce principe 
et du théorème relatif à la continuité des fonctions composées; par 
conséquent ces égalités, valables quand les arguments ont des valeurs 
rationnelles, sont encore valables quand ces arguments sont quel- 
conques. 

Ainsi, toutes les règles du calcul algébrique relatives aux 
transformations d'égalités s'appliquent aux nombres quel- 
conques. 

35. Calcul des inégalités. — Les règles fondamentales du calcul 
des inégalités établies en Arithmétique et en Algèbre élémentaire sont 
les suivantes : 

De a:y> y et ^ > z résulte x^ z. 

De j* > résulte — a? < o, 

De 0- > y résulte x -i- z '^ y -^ Zy 

De x^ y et 5 > o résulte xz > yz. 
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La première règle a été étendue à des nombres quelconques (n** 6, 
p. 5). La seconde résulte de la définition des nombres opposés 
(n" 7, p. 6). Généralisons la troisième. 

X et y étant deux nombres quelconques, soit x^ y. D'après la 
définition de la différence (n° ii, p. lo), cette inégalité entraîne 

^ — ^ > o, 

ce (|ui peut s'écrire, d'après le calcul des égalités étendu, 

d'où résulte 

a: -4- 5 > ^ H- -5. 

Étendons de même la quatrième règle. Montrons d'abord que le 
produit de deux nombres positifs quelconques Xy y est positif. Pre- 
nons deux suites croissantes de nombres rationnels positifs 

J*l <^ JTj -.^ . . . <^ X fi <^ . , , 

tendant vers x et 

y\<y\<'-'<yn<"* 

tendant vers y. On a 

^n yn > O, Xn yn < ^«-4-1 ^«h-1 ; 

donc Xnyn tend en croissant vers xy. Donc on a ^y > o. 
Cela étant, revenons aux inégalités 

^> y^ 5 > o. 

De x >► K résulte x — J'^ o, d'où, d'après ce qui précède, 

{Jr — y)z >o, 

ce qui s'écrit, d'après le calcul des égalités étendu, 

xz — yz >■ o 
ou 

xz > yz, 

Ainsi, le calcul algébrique relatif aux transformations d^éga- 
litt's et d'inégalités par addition, soustraction, multiplication^ 
division, se trouve étendu aux nombres quelconques. 

36. Si x^ y^ z, ... sont des variables, en effectuant sur ces variables 
et sur des nombres a^ b^ c, , . , les opérations d'addition, de sous- 
traction et de multiplication, on obtient des polynômes par rapport 
a X, j', 5, . . .. 
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En edecluaiit ces opérations cl en outre l'opération de division, 
on obtient des fractions rationnelles. Toute fraction rationnelle 
en jr, y^ z^ ... peut être considérée comme fonction composée des 
variables J", y, 5, . . . avec un certain nombre d'intermédiaires, chaque 
fonction intermédiaire étant obtenue en eil'ectuant l'une des quatre 
opérations arithmétiques sur d'autres fonctions intermédiaires. 
L'application du théorème des fonctions composées (p. 29) montre 
qu'une fraction rationnelle en x^ y^ >3, . . . est fonction continue 
de .r, j', 5, ... en tout point où elle est définie. 

Si «, i', ... sont des fonctions continues de certaines variables 
X, y, s, . . ., toute fraction rationnelle en w, r, . . . est fonction con- 
tinue de j:, y, 3, ... ; cela résulte du théorème des fonctions com- 
posées. En particulier, la somme, le produit, le quotient de deux 
fonctions continues de x^ >-, z^ ... sont fonctions continues 

IX. — Grandeurs concrètes. 

37. La notion de nombre irrationnel et le calcul de ces nombres 
ayant été étudiés par une voie purement analytique, il y a lieu d'exa- 
miner de quelle manière et sous quelles conditions ces notions 
s'adaptent à l'étude des grandeurs concrètes, géométriques ou phy- 
siques, telles que longueur rectiligne, angle, durée, etc. 

Etant donnée une espèce de grandeurs déterminée, nous dirons 
que cette espèce de grandeurs est mesurable si elle satisfait aux con- 
ditions suivantes : 

On sait ce que c'est que deux grandeurs égales, qu'une grandeur 
plus grande qu'une autre, qu'une grandeur égale à la somme de 
plusieurs autres A, B, C, grandeur que nous représentons par 
A-hBh-C. 

Si l'on a deux grandeurs A, B, telles que A>B, il existe une 
grandeur C telle que A est égaie à la somme de B et C. La grandeur C 
ainsi définie se représente par A — B. 

De plus, les notions d'égalité, de comparaison, d'addition et de 
soustraction sont telles qu'elles satisfont aux conditions qui régissent 
les notions analogues relatives aux nombres arithmétiques. 

Par exemple, de A > B et B >- G résulte A > C, de A >- B 
résuite A -+- G > B -f- C. 

Une grandeur A peut être divisée en n parties égales, c'est-à-dire 
qu'il existe une grandeur Ai, telle que A est égale à la somme de 
B. 3 
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n grandeurs égales à A|. On dil que A, est la /?'♦'"'*' partie de A et 
l'on rcrit 

Al = - » ou A — /? Al. 

n 

Klant données deux f»randeurs A, B, il y a un entier p tel que la 
grandeur /^B est plus f;rande que A (axiome d'Archiniède). 

On en drduit qu'étant données deux grandeurs A, B, on peut 

trouver un entier /? tel que — soit inférieure à B. En efl'el, pre- 
nons n tel que la grandeur n\i soit plu> grande que A. La gi^an- 

deur A'= — est inférieure à B, car, si Ton avait A' B, la somme de 
n 

n grandeurs égales à A', c'est-à-dire A, serait, d'après les hypothèses 
relatives à l'addition des inégalités entre grandeurs, supérieure ou 
égale à la grandeur /? B, contrairement au fait que //B>- V. 

38. Comparaison de deux grandeurs de même espèce. — Soient 
A et B deux grandeurs de même espèce. Prenons un entier n et con- 

R H H 

sidérons les ii^randeurs -> a-» 3-, Nous admettons (axiome 

d'Vrchimède) qu'il existe des grandeurs de cette suite supérieures à A. 
Alors, ou bien A est égale à une des grandeurs de la suite, ou bien 
est comprise entre deux grandeurs consécutives. En tout cas, il y a 
un entier/? tel que l'on a 

fj- ^A<(/>-t-i;-. 

Les nombres fractionnaires -> ^— — ainsi définis sont dits mesures 

n n 

approchées de A à - près, par défaut et par excès, quand on 

prend B pour unité. 

Fraisons /^ = l, a, 3, . . . ; considérons Tensemble a des mesures 
approchées par défaut et l'ensemble [i des mesures approchées par 
excès. Ces ensembles possèdent les propriétés suivantes : 

1° Tout nombre ^ de a est inférieur ou égal à tout nombre ~ de [i. 

En eflTet, on a 



n ^ n '^ 



B ^ B 

Si nous divisons B en nn' jiarlies égales, la grandeur />— est égale 
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à pvl de ces parties, la grandeur q —, est rgale à qn de ces parties. 
La seconde étant plus grande que la première, on a qn'^pn^ c'est- 
à-dire -<'—,• 

•2" Quel que soit le nombre positif e, il existe un nombre de a et 
un nombre de ^ diH'érant entre eux de moins de £. 

En eilet, le nombre — de a et le nombre — de 3 diffèrent de -> 

n n * wt 



n n • n 

I 

e 



qui est inférieur à e si l'on a /z >• -• 

De ces deux propriétés résulte (n** 17, p. i i) quW jk o, un nombre 
déterminé À qui est borne supérieure de l'ensemble des mesures 
approchées par défaut et borne inférieure de V ensemble des me- 
sures approchées par excès. Ce nombre X est dit la mesure exacte 
de A quand on prend \i pour unité ou encore le rapport de A à B. 

39. Plaçons-nous à un point de vue en quelque sorte réciproque. 

Dans l'espèce de grandeurs considérée, choisissons-en une U que 

nous appellerons unité. On peut former des grandeurs égales à li, 

n 11 , . U U U 

2U, ...,/?L>, ... et a — > —7 •••» — > •••• 

Formons la grandeur égale à p fois la grandeur — ; sa mesure 

est — > et nous pouvons la désigner par — U. 

• r 

Remarquons que, si — = A» les grandeurs — U et ~ U sont iden- 
tiques, car toutes deux sont égales à pn^=^ p' n fois la grandeur — ,> 
Si l'on a — <C A-» la grandeur — h est plus petite que la gran- 
deur ^U, car la première est égale à pn' fois, la seconde à p' n fois la 

/c 

grandeur — r- 

En résumé, à tout nombre positif rationnel a correspond une 
grandeur de mesure a, et ces grandeurs sont entre elles dans le même 
ordre de grandeur relatif que les nombres qui les mesurent» 

Soit maintenant A un nombre positif irrationnel. Soit Gi l'ensemble 
des grandeurs mesurées par les nombres rationnels inférieurs à X, et 
soit Ga l'ensemble des grandeurs mesurées par les nombres rationnels 
supérieurs a À. 

D'après ce qui précède, toute grandeur Gi est plus petite que toute 
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grandeur Gj. De plus, soil B une grandeur de l'espèce considérée; 
on peut trouver une grandeur G, et une grandeur Go telles que la 
grandeur dilFérence G2 — G| soit inférieure à B. En ellet, prenons 

un entier // tel que — <; B; soit — la valeur approchée de ). à - près 

par défaut. Les deux grandeurs — U et — U font partie, la première 

de G«, la seconde de G.j, et ont pour difl*érence — > inférieure à B. 

Supposons qu'il existe une grandeur G mesurée par le nombre 
irrationnel A. Soient n un entier et - la valeur approchée de â 

a - près par défaut. Les grandeurs — » 2 — * •••» />— > qui sont parmi 
les grandeurs G|, sont plus petites que G, car— est la mesure appro- 
chée de G à - près par défaut. Au contraire, les grandeurs — L, 

— Ll, ..., qui sont parmi les grandeurs G^, sont plus grandes 

que G. Donnons à n toutes les valeurs entières; nous obtiendrons, 
d'une part, toutes les grandeurs G|, d'autre pari, toutes les gran- 
deurs G2; ainsi G est supérieure aux premières et inférieure aux 
secondes. 

Il ne peut exister deux grandeurs G et G' diHérentes satisfaisant 
à la condition d'être supérieures à toutes les grandeurs G<, infé- 
rieures à toutes les grandeurs G^. En ellet, soit G <C G'; toute gran- 
deur Ga devant être plus grande que G', et toute grandeur G, devant 
être plus petite que G, toute grandeur G2 — G| serait au moins égale 
à la grandeur G' — G, ce qui contredirait un résultat précédent. 

Axiome de continuité, — Nous supposons que l'espèce de gran- 
deurs considérée satisiiiit aux conditions du n" 37 et en outre à 
cette nouvelle condition : // existe effectivement une grandeur G, 
supérieure à toutes les grctiideurs G, et inférieure à toutes les 
grandeurs G2, &esl~à-dire une grandeur G mesurée par le nombre 
irrationnel A. 

Dans ces conditions, tout nombre positif est la mesure d'une gran- 
deur de l'espèce considérée, et ces grandeurs sont entre elles dans le 
même ordre de grandeur relatif que leurs mesures. 

De telles grandeurs sont dites grandeurs continues mesurables, 

40. Une unité U étant Jixée, la somme de deux grandeurs con- 
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tinues mesurables G, G' a pour mesure la somme des nombres i 
et )/ qui mesurent G et G'. 

Le fait a lieu quand A et X' sont rationnels, car, si Ton réduit au 

même dénominateur les valeurs de X et X', soient X = ~> X'= ~» la 

n n 

grandeur G est égale k p fois la grandeur — , la grandeur G' est égale 

kp' fois la grandeur — • G -f- G' est donc égale à {p -\- p') fois la gran- 

deur — ; donc sa mesure est -^ — — = X -h X'. 
n n 

Supposons maintenant X et X' quelconques. Prenons des nombres 
rationnels a, ^i, a', ^' tels que a < X <! p, a'<; X'<; j3'. 
Soient A et A' les grandeurs mesurées par a et a'. On a 

A<G, A'<G', 
d'où 

A-i-A'<G-f-G'. 

Donc la mesure (jl de G -+- G' est supérieure à la mesure de A -h A', 
qui est a -|- a'. De même on montre que jjl est inférieure à jî -H P'. 
Les nombres X + X' et [jl sont compris entre a -h a et ^ -\- P', dont la 
différence peut être rendue aussi petite que l'on veut. On a donc 

[ji = X -f- X'. 

La proposition s'étend au cas d'un nombre quelconque de grandeurs. 

Il en résulte aussi que, si Ton a deux grandeurs G et G', telles que 
G < G', mesurées par les nombres X et X', le nombre qui mesure 
G' — G est égal à X' — X. 

41. Remarquons que les nombres positifs possèdent toutes les 
propriétés des grandeurs continues mesurables. 

Soient deux nombres positifs a et b. Le rapport de a à b est le 



a 



quotient t* En effet, d'abord la /2"-'"« partie de 6, devant être un 
nombre qui, multiplié par /i, reproduise b^ est -• La mesure appro- 
chée par défaut de a à — près, b étant l'unité, est le nombre -> tel 

que 

b, h 

^ n n 
on en déduit 



n~ b n 



• 
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Celle double inégalité monlre que y est la home supérieure des 

nombres - et la borne inférieure des nombres • Donc -r esl ia 

n . no 

mesure exacte de a quand on prend b pour unilé, ou encore le 
rapport de a à 6. 

i2. Grandeurs proportionnelles, — Supposons qu'on ail deux 
grandeurs variables A., B, d'espèces dillérentes ou non, mais toutes 
deux continues mesurables et se correspondant de telle manière que : 

I** \ deux états identiques de A correspondent deux états iden- 
tiques de B; 

2^ A la somme de deux états de A correspond la somme des deux 
états correspondants de B. 

Soient A« , A^ deux états de A, et soit V| > A^. Les états correspon- 
dants B| et B2 de B sont tels que Ton a B, >* B2. En ellet, il existe 
une grandeur A4 — A2 telle que \| esl la somme de V, — V^ et 
de Aj. A cette grandeur doit correspondre un état de B qui, ajouté 
à Ba, donne B^, on a donc B, > B^. 

Cela posé, prenons, parmi les grandeurs V, un état de grandeur 

déterminé \| pour unité. Prenons pour unité, dans les grandeurs B, 

A 

la grandeur B, qui correspond à A|. Remarquons qu'à —1 n étant 

entier, correspond une grandeur B', qui, multipliée par /j, doit 

«lonner B<, correspondant à \, ; donc B'^ = ■; donc à ~ corres- 

B A B 

pond — et à /> — correspond p — » quels que soient les entiers p et /i. 

Soient Va un état de la grandeur V, X sa mesure, B^ l'étal cor- 
respondant de B. Je dis que la mesure de B2, lorsqu'on prend B| 
pour unité, esl X. 

Pour montrer que ces deux mesures exactes sont égales, il suffit de 

montrer que les mesures approchées à - près par défaut sont égales. 



n 



quel que soit n. La mesure approchée à - près par défaut de A^ est 
le nombre -> tel que 



^Ai^A, <^C1-— A,. 
n n 



De là résulte, pour les grandeurs correspondantes, 



^B,<B.</i--^-iB. 
n n 
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Donc - rsl la mesure approchée à - près par défaut de 13^* 

\insi, deux étals correspondants des grandeurs \ et B ont même 
mesure. Kn d'autres termes, le rapport de deux états de grandeur 
A est égal au rapport des deux états de grandeur B correspon- 
dants. On dit que les f»;randeurs A et B varient proportionnellement 
ou sont proportionnelles . 

43. Changement d* unité, — Soit une grandeur V variable. Faisons 
choix d'une unité U dans celle espèce de grandeurs, et soit a la mesure 
«le A. A et a sont deux jiÇrandeurs qui se correspondent. Elles sont 
proportionnelles, car à deux états identiques de V correspondent 
deux mesures égales, et à la somme de deux étals de A correspond 
pour a la somme des mesures de ces deux étals. Par suite, si nous 
désignons par A| et Aa deux états de V, par «, et a^ les nombres 
([ui les mesurent, le rapport de A2 à V| est égal au rapport de a^ à a^ , 

c'est-à-dire au quotient — • On peut donc écrire 

,^ , » , » rapport (le A* à U 

Rapport de A* a Ai = — ^-^ ^ — r — rr? • 

' ' rapport de Ai a U 

(Test le théorème du changement d^ unité. 



X. — Relations entre l'Analyse et la Oéométrie. 

ii. Les généralités qui viennent d'être établies sur les grandeurs 
concrètes s'appliquent en particulier aux grandeurs étudiées en 
Géomélrie, par exemple aux longueurs rcclilignes, aux angles, aux 
aires polygonales. De même, sur un cercle déterminé, et indépen- 
damment de la notion de longueur de la circonférence, on peut définir 
l'égalité de deux arcs, un arc somme de deux autres; cela suffit pour 
c|ue l'on puisse considérer la grandeur arc de cercle sur un cercle 
déterminé comme continue mesurable. 

La notion de rapport de deux grandeurs de même espèce, le 
théorème des grandeurs proportionnelles sont utilisés dans des théo- 
rèmes fondamentaux de la Géométrie, à savoir le théorème sur la 
mesure des angles au centre, le théorème des segments interceptés 
par deux sécantes sur des [)arallèles, les théorèmes relatifs à la mesure 
des aires des rectangles ayant une dimension commune, des volumes 
des parallélépipèdes ayant deux dimensions communes. Toutes les 
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relations de la Géométrie qu'on peut appeler métriques, c'est-à-dire 
où interviennent des rapports de grandeurs de même espèce, s'ap- 
puient sur ces théorèmes fondamentaux. 

Quand on démontre, par exemple, que le rapport de deux angles 
au centre est égal au rapport des arcs correspondants, le théorème des 
grandeurs proportionnelles établit le fait dans toute sa généralité une 
fois qu'on a démontré par >oie purement géométrique que les deux 
conditions fondamentales de la proportionnalité sont réalisées. 

En résumé, toute la Géométrie élémentaire est fondée sur ses 
méthodes propres et sur le théorème des grandeurs proportionnelles. 

On voit le rôle que jouent en Géométrie les nombres rationnels et 
irrationnels arithmétiques. Les nombres négatifs ou nuls interviennent 
ensuite quand on introduit les notions d'axe, de segment dirigé, de 
sens de rotation, etc. 

Nous avons fait remarquer plus haut que la théorie de la mesure 
des grandeurs permet de comparer deux arcs d'un même cercle, mais 
non pas deux arcs sur des cercles différents, ou un arc de cercle et 
un segment rectiligne. Pour arriver à effectuer cette comparaison, il 
faut définir la longueur de la circonférence. Les raisonnements faits 
en Géométrie pour définir la longueur d'une circonférence peuvent 
se résumer ainsi : on démontre que, si l'on considère d'une part tous 
les polygones réguliers inscrits possibles, dont on désigne les péri- 
mètres par /?, d'autre part tous les polygones réguliers circonscrits 
possibles, dont on désigne les périmètres par P, 

i" Tout nombre p est plus petit que tout nombre P; 

2" On peut trou>er deux nombres /> et P dont la différence soit 
inférieure à un nombre donné £. 

On appelle longueur de la circonférence le nombre déterminé / 
qui est borne supérieure de l'ensemble des nombres p et borne infé- 
rieure de l'ensemble des nombres P. 

La longueur d'une circonférence, et par suite celle d'un arc de 
circonférence, étant une notion acquise, on définit les fonctions 
sinus et cosinus, à l'aide desquelles on construit la Trigonométrie. 

Enfin, la Géométrie analytique, considérée à ce point de vue, est un 
ensemble de théorèmes et de propriétés qui sont des combinaisons 
de certaines relations métriques. 

En résumé, la Géométrie, la Trigonométrie, la Géométrie analytique 
utilisent TArithmétique et l'Analyse pour l'étude des propriétés 
géométriques. Réciproquement, la Géométrie est utile pour l'Analy>c 
de plusieurs manières. Elle fournit des représentations simples de 
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résultats analytiques, souvent aussi un langage rapide et commode. 
Enfin, elle montre l'existence de certaines fonctions simples, comme 
les fonctions sin x et cosar, qui, comme nous le verrons, jouent un 
rôle important en Analyse pure. 

•io. Si Ton considère un système de deux variables x^ y, on sait 
comment, en coordonnées cartésiennes par exemple, on fait corres- 
pondre à tout système {x^y) un point du plan. Cette représentation 
est utile, soit que l'on considère une des variables, y^ par exemple, 
comme fonction de x^ soit que Ton considère les deux variables 
comme indépendantes. On a des résultats analogues quand il s'agit 
de trois variables ^, y, 5, soit que z soit fonction de x ely^ soit que 
les trois variables soient indépendantes. 

Par une extension de langage souvent commode, on fait la con- 
vention sui>ante : n étant un entier quelconque, supérieur ou non à. '5, 
on dit qu'un système de valeurs attribuées à n variables .r,, x^^,..^ Xn 
constitue un point de V espace à n dimensions Gw. Cet espace est 
l'ensemble de tous les points ainsi conçus. 

On appelle sphère de centime («i, a^^, - . ., ci,t) et de rayon p, dans 
l'espace à n dimensions, l'ensemble des points (x^, x^^ .. ., Xn) tels 
que l'on a 

L'intérieur de la sphère est l'ensemble des points pour lesquels 
on a 

i6. Ensembles de points — Dans l'espace à n dimensions, on dit 
qu'un ensemble de points est borné si l'ensemble des valeurs des 
coordonnées de tous ses points est borné. 

On dit ç\\x'une suite de points A| , Aa, . . . , A^, . . . tend vers le point 
limite A© ^t chacune des coordonnées de Kp tend vers la coor- 
donnée correspondante de Aq. On reconnaît que cette propriété 
peut encore se traduire par le fait suivant ; quel que soit p >• o, les 
points de la suite Ai, Aj, ..., A^,... sont, quand /> dépasse une certaine 
valeur, compris à l'intérieur de la sphère de centre A© et de rayon p. 

Dans l'espace à n dimensions G„, on dit qu'un ensemble de points E 
e^l fermé si, étant donnée une suite de points quelconques de E, 

ayant pour limite un point Ao, ce point Aq fait partie de E. Par 
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exemple, dans l'espace à une dimension, un intervalle (a, 6), extré- 
mités comprises, constitue un ensemble fermé. Au contraire, l'en- 
semble des valeurs de x telles que a <ix^b n'est pas fermé, car on 
peut prendre une suite de valeurs de x de l'intervalle tendant vers ^/, 
qui ne fait pas partie de l'ensemble. 

L'intervalle {a%x <C -h^o) est un ensemble fermé. 

Etant donnée une circonférence dans un plan, l'ensemble des points 
intérieurs et des points situés sur la courbe est un ensemble fermé. 
Au contraire, l'ensemble des points intérieurs à la circonférence 
n'est pas fermé. 

4-7. Si, dans V espace à n ditne usions constitué par tes varia- 
bles .r, r,..., un ensemble de points F^, borné, contient une infinité 
de points, il y a au moir^ un point Vq, de coordonnées x^^^ y q^ ..., 
tel que, quel que soit e positif, le champ 

contient une infinité de points de K. 

Comme K est borné, on peut trouxer un champ C 

contenant tous les points de K. Partageons C en 2" champs partiels, 
chacun d'eux s'obtenant en remplaçant l'intervalle de variation («, a') 

de X, soit par ( a, -—^ — )ï soit par ( — > a' ), et opérant de même 

pour les autres variablesy, L'un au moins de ces champs contient 

une infinité de points de K. Soit C| un tel champ : 

a, -jr<a',, h^^y lb\, ...; 
on a les relah(ms 

a •'. a\ < a\ ^a\ b _ b^ <^ b\ Ib' ^ .... 

a — a , , . b' — 1> 

a\ — rti = > o. — bx = - • • • 

11 

En opérant sur C| comme sur C, et répétant indéfiniment Topé- 
ration, on a une suite de champs 



i^lf ^2i ***) 



/M 



dontchacuncontient une infinité de points de E. 

Soient «y,, a^„ 6^,, b'^,^ ... les nombres qui jouent relativement à C^ 
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le rôle que jouent a, a', 6, //, . . . relalivemenl à C; on a 



ff - rtj ^ . . . dp 4 • • • ) 

» - ' ', . ' - 

tl * ' 1 ' ' ' * lin ^ t) ' ' * J 

fi' — a 

On a pour bp^ h' y . . . des relations analogues. 

D'après cela, quand p croit indéfiniment, Up et a' ont une limite 
commune x^\ bp et b'„ ont une limite commune ^o» ^tc. 

Le point {x^^^y^^ . . . ) ainsi obtenu est tel que, quel que soit s positif, 
quand p dépasse une certaine valeur, ap et a' sont compris dans Tin- 

tervalle (jCo — -j^o+s)? bpelb'^, dans l'intervalle (vo — £? .Xo'^"^)? ""> 
c'est-à-dire que le champ 

contient le champ C^,, par suite contient une infinité de points de K. 

i8. Etant donnée, dans Vespace à n dimensions G,/, une suite 
de points 

distincts ou non, et dont V ensemble est borné, on peut en extraire 
une suite de points 

d^ indices croissants, tendant vers un point limite K^, 

Kn eiTel, deux cas sont possibles : 

i" Les points distincts de (i) sont en nombre fini. Alors l'un d'eux 
au moins est répété une infinité de fois. Il sera, par exemple, aux 
rangs ai, a-j, ..., ay^, .... J-,a suile A^^^, Ag^^, ..., Ag^^, ... a un point 
limite, savoir ce point lui-même. 

2" Il j a dans (i) une infinité de points distincts. Soit E leur en- 
semble. Donnons-nous une suite de nombres positifs tendant vers 
zéro : ei, £2? •••5 ^h-, •••• D'après le n" i7, il existe un point A,, de 
coordonnées (xo, ^'0, ...) tel que, quel que soit s/,, le champ C^ 

contient une infinité de points de E. 

En particulier, le champ C| contient uue infinité de points de E. 
Soit Aji^ l'un d'eux. Le champ C2 contient une infinité de points de E; 
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par conséquent il contient une infinité de points de la suite (i) parmi 
ceux qui suivent A^j^. Soit A^i^ Tun de ces points. Cj, contenant une 
infinité de points de E, contient une infinité de points parmi ceux qui 
suivent Ag^. Soit A^j^ l'un d'eux. En poursuivant le raisonnement, on 
obtient une suite A,,, A^,, ..., A^^^, ..., d'indices croissants. De plus, 
quel que soit A, le point Aa^ est contenu dans le champ Ca. Comme ejk 
tend vers zéro, les coordonnées x, >% ... de Ag^^ tendent vers j?©* 
yoî •••» de sorte que le point A^j^ tend vers le point A©. 

49. Notion de domaine, — Des exemples tirés de la Géométrie 
montrent que l'on peut, dans certains cas, donner un sens précis à 
l'expression suivante : |)artager le plan en deux régions séparées par 
une courbe frontière. Par exemple, en se donnant une ellipse, on sait 
définir la région intérieure I et la région extérieure E. De même, étant 
donnée une parabole, on sait distinguer la région f qui contient le 
foyer de la région E qui ne le contient pas. 

Un tel partage satisfait aux conditions suivantes : les points du 
plan sont répartis en trois catégories, I, E, F (F comprenant les 
points de la courbe). De tout point de 1 comme centre, on peut 
décrire un cercle dont tous les points font partie de I. De tout point 
de E comme centre, on peut décrire un cercle dont tous les points 
font partie de E. Si A est un point de la courbe frontière F, un cercle 
quelconque de centre A contient des points de 1 et des points de E. 

D'une manière générale, dans l'espace à n dimensions G/,, suppo- 
sons que l'on ait pu répartir les points de G„ en trois catégories, 
I, E, F, dans les conditions suivantes : 

Si \ est un point de F, toute sphère de centre A contient des 
points de 1 et des points de E. Réciproquement, un point A tel que 
toute sphère de centre V contient des points de I et des points de E 
est un point de F. 

Si B est un point de I, une sphère de centre B et de rayon suffisam- 
ment petit ne contient que des points de 1. 

Si C est un point de E, une sphère de centre C et de rajon suffi- 
samment petit ne contient que des points de E. 

Les exemples donnés plus haut montrent que ces conditions 
peuvent être efl'ectivement réalisées. Toutes les fois qu'elles le seront, 
nous dirons que l'ensemble des points de I et de F constitue un 
domaine. Les points de I sont les points intérieurs au domaine, les 
points de F en constituent la frontière, ceux de E sont extérieurs. 

Le domaine D constitué par la réunion de I et de F est un ensemble 
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fermé. En effet, soit une suite de points de D, A,, Aa, . . ., A^, . . ., 
ayant un point limite Ao- Ce point A© ne peut faire partie de E, car, 
s'il en faisait partie, on pourrait trouver une sphère de centre Aq dont 
tous les points feraient partie de E. Le point A^, pouryo assez grand, 
ferait partie de E, ce qui serait contraire à l'hypothèse. 

La frontière F est un ensemble fermé^ car, si une suite de points 
de F, A|, Ai, . . ., A;,, . . ., a pour limite un point Aq, toute sphère S 
de centre A© contient à son intérieur des points de la suite ; si A^ est 
un tel point, on peut trouver une sphère 2' de centre A^ contenue 
dans 21, et, comme A^ fait partie de F, S' contient des points de I et 
de E; donc il en est de même de S. Donc Ao fait partie de F. 

Si \. est un point intérieur au domaine, B un point extérieur, 
le segment de droite AB contient au moins un point de la fron- 
tière. 

En effet, de A comme centre, décrivons une sphère de rayon p <; AB; 
elle coupe AB en un point G. Si p est assez petit, le segment AC ne 
contient que des points de L Soit p la borne supérieure des nombres p 
tels que cette condition est remplie, et soit H le point de AB tel 
que AH = p. Tout point de AB situé entre A et H fait partie de 1, 
tandis que, si H' est un point situé entre H et B, il y a entre H el H' 
des points de E ou F. Il en résulte qu'une sphère de centre H con- 
tient toujours des points de I et des points de E. Donc H est un point 
de F. 

On dit qu'un domaine est borné lorsque l'ensemble des points 
dont il se compose est borné. 

Ln champ, borné ou non, constitue un domaine. 
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50. Une quantité variable qui tend vers zéro est dite un infiniment 
petit. Si a el^ tendent simultanément vers zéro,et s'ily a un nombre k 

tel que -~ tend vers un nombre fini et différent de zéro lorsque a tend 

vers zéro, on dit que ^ est infiniment petit d'ordre ^ par rapporta a. 
Deux infiniment petits a, fi sont équivalents, si leur rapport tend 
vers I quand a tend vers zéro. Dans l'étude de la limite d'un rapport 
d'infiniment petits, on peut remplacer chacun d'euT par un infi- 
niment petit équivalent. En effet, si a, a' d'une part, p, ^3' de l'autre 
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sonl rquivalenls, on peut écrire 



; ~ a' ^ a ^ 3' ' 



_' ù ^ ^ (i 3' 

et, comme - > ^7? ont pour limite un, si l'un des rapports -> ^ a une 

limite, l'autre a la même limite. 

L'inverse d'une quantité infiniment petite tend en valeur absolue 

vers -f- 30 et est dit un infiniment *irand ou un infini* Etant donnés 

ô 
deux iniiniment grands a, fi, s'il y a un nombre k tel que -^ a une 

limite finie et diflerente de zéro quand a grandit indéfiniment, on dit 
que fJ est infiniment grand d'ordre k par rap|)ort à a. De même, deux 
infiniment grands simt équivalents si leur rapport a pour limite un. 
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51. Nouvelle définition de la continuité, — Soit y(x, y\ ...) 
une fonction de n variables définie en tous les points d'un domaine JJ 
de l'espace G,/. Soit Ao un point de ce domaine. La première défi- 
nition de la continuité en A© (n" î2o, p. 21) est celle-ci : pour toute 
suite de points \«, . . ., A^, ... de D, tendant vers Ao, on a 

fim/(A,, )=/(Ao;. 

Seconde définition. — La fonction f est continue au point A© du 

domaine D si, à tout nombre z positif , on peut faire correspondre 

un nombre positif a tel que y pour tout point (j*, y, . . .)du domaine, 

les conditions 

I ^ — ^0 1 < «, I r — J'y I < a» 
entraînent 

\fi^^y^ •••) — /(^o,ro, ...)l<s- 

Nous allons montrer que cette seconde définition est 'équivalente à 
la première. En effet, supposons d'abord que la fonction satisfasse 
aux conditions de la première définition. Donnons-nous une suite de 
nombres positifs ai, a2, ,.., a^,, ... tendant vers zéro. Si la fonction 
ne satisfait pas à la seconde définition, c'est que, pour un certain 
nombre s' positif, quel que soit a^, on |peut trouver un point 
Kp{xp^ y'p^ . . .) tel que Ton ait 



<i) I a-,, — 370 1< «p, Ir/' — roKa 



P'> 
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en iiième temps que 



Donnons à/>les \aleurs i, 2, 3, .... On délermlne ainsi une suite 
de points A-i, Ay, ..., A^, ... qui a pour limite Ao d'après les iné- 
galités (i) el d'après le fail que a^ lend vers zéro. On doil donc avoir 

lini/(.\,,) =/(Ao), 

ce qui contredit l'inégalité (2). \insi la première définition entraîne 
la seconde. 

Réciproquement, partons de la seconde définition. 

Soit une suite de points 



A|, Aj, •••} ^ 



Pi 



tendant vers \o et soit e un nombre positif. Déterminons 4 par la 
condition de l'énoncé de la seconde définition, (^uand p dépasse une 
certaine valeur, on a 



^P — ^0 I < a. I yp — Ji) |< « 

d'où résulte, d'après la seconde définition, 

l/(-'^/M.r/M .-.)— /(^OT^o^ ...)|<£; 
comme s est arbitraire, cela signifie que 

lim/(A,,)=/(Ao), 

c'est-à-dire qu'en partant de la seconde définition nous retrouvons 
la première. 

De la seconde définition on déduit que les bornes supérieure et 
inférieure des valeurs de la fonction dans le champ 

I ^- — .ru I < a, \y ~ yo\ <°^, 
tendent vers/(xo, j^^, . . .) quand a tend vers zéro. 

o2. Conlinuilé uniforme. — Si f{x^ y^ , . ,) est une fonction 

définie en tous les points d^ un domaine borné D et continue en 

tous les points de ce domaine, à tout nombre positif e on peut 

/aire correspondre un nombre positif (t tel que, pour deux points 

quelconques {x^ y, . . .), {^x\y\ , , .) du domaine^ les conditions 

\x — a:'\ <a, \y—y\ COL, 
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entraînent 

iJonnons-iious une suite de nombres posilifs a^, aj, ..., a^, ... 
tendant vers zéro. Si la proposition est inexacte, il y a un nombre 
positif s' tel que, quel que soit a^, on peut trouver un couple de 
points A^ (jj'p, y^,, . . .), A' (jr' y ^ . . .) vérifiant les conditions 

I ^p '^p I ^ */>j I yp y p I *c */M • . • 

avec 

I/(a,,)-/(a;,)| •£'. 

Faisons successivement /> = i, 2, 3, ..., nous obtenons une suite 
de couples de points ( A^, A^,). De la suite A|, A a, . . ., A^, . . ., dont 
l'ensemble est borné, iidus pouvons (n" 48, p. 43) extraire une suite 

Ay,j ^Ys» ' ' ' y ^Y/i» 

tendant vers un point limite Aq. Ce point Aofail partie du domaine, 
puisque celui-ci est un ensemble fermé. 
La suite de points correspondants 

* Yi' Y»' ■ • '^ ' Yfc' * ' ' 

a aussi pour limite Ao, car, si l'on considère, par exemple, la coor- 
donnée x^ on a 

Or tty^ tend vers zéro. Donc x^^ a même limite que x^^. 
On déduit de là, en vertu de la continuité de la fonction, 

liiii/(Ay,) = /(Ao), lim/(A:j=/(Ao), 

d'où 

Iini|/(Ay,)-/(A;j|=o. 

Mais ceci est en contradiction avec le fait que l'on a toujours 

l/(AYJ-/(A;,)|;e'. 

On exprime la propriété obtenue en disant que la continuité est 
uniforme. On en tire la conséquence suivante. Soit a>* o; si Con 
considère tous les couples de points A (x, j/*, . . .), A'(a/, j^, . . .) 
tels que \x — x' | < a, \y — y | < a, ...^ la borne supérieure ^ des 
nombres \f{x^ y^ . . .) — /(^', y\ . . ) | tend vers zéro avec a. 

53. Une fonction continue dans un domaine borné est bornée 
et atteint chacune de ses bornes. 
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Soit M la borne supérieure des valeurs de la foiiclion f dans le 
domaine, ou plus brièvement la borne supérieure de /. Prenons une 
suite de nombres X,, X2, ..., X^, ... inférieurs à M et tendant vers M. 

A chaque entier p nous pouvons faire correspondre un point A^ 
du domaine tel que l'on ait /"(A^) >► A^. De la suite de points A|, 
A2, ..., A^, ... ainsi obtenue, extrayons (n" 48) une suite A^^^ A^^, ..., 
Aj^, ... tendant vers un point limite Aq. Ce point Aq fait partie du 
domaine qui est un ensemble fermé. On a donc limy(Ag^) =y(Ao). 

D'autre part, on a 

X«, </(A«,)L:M, 

d'où, comme \^^ tend vers M, 

/(Ao) = lim/(AaJ=M. 

Cela montre : 

i" que la borne supérieure M est un nombre fini ; 
2" que celle borne supérieure est atteinte en un point du domaine* 
On montrerait de même que la fonction est bornée inférieurement 
et atteint en un point sa borne inférieure. 

o4. Sif{x) est une fonction dUine variable x^ continue dans 
V intervalle borné («, 6), elle prend, au moins une fois, toute 
valeur comprise entre: fi^a.) ei f[b). 

Supposons, pour fixer les idées, /"(a) <if{b)^ et soitX tel que 

/(a)<X</(6). 

Considérons l'ensemble des nombres x de l'intervalle (a, b) pour 
lesquels on a f(x)f.'k. Cet ensemble contient a et ne contient 
pas b. Soit c sa borne supérieure. Quel que soit e positif, l'inter- 
valle (c — e, c -f- e) contient à la fois des nombres pour lesquels on a 
y'(j:)liX, à savoir certains nombres <c, et des nombres pour lesquels 
on a f(x) >> X, à savoir les nombres >• c de l'intervalle (c, c-f-c). 
Donc les bornes supérieure et inférieure de la fonction dans cet in- 
teTvalle comprennent entre elles le nombre X. Mais ces deux bornes 
tendent vers /(c) quand e prend une suite de valeurs tendant vers 
zéro (n" oi, p. .i'). On a donc 

On voit ainsi qu'i/zie fonction continue ne peut passer d'une 
B. 4 
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valeur à une autre sans passer par toutes /es valeurs intermé- 
diaires. 



55. Fonction croissante ou décroissante. — Une fonction d'une 
variable x, définie, soit pour toutes, soit seulement pour certaines 
valeurs d'un intervalle, est dite constamment croissante, si pourdeux 
valeurs a?, a:' on a toujours 

X — T 

Elle est dite constamment décroissante si Ton a 

f{T')--f{X) 



X — X 



<o. 



Une foiKîlion constaniinent croissante ou décroissante ne peut 
prendre qu'une fois, dans un inter>alle, une valeur donnée. 

56. Une fonction f constamment croissante ou constamment 
décroissante dans un intervalle borné (a^ 6), qui prend une fois 
toute valeur de Vintervalle (m, M), m et M étant les bornes infé- 
rieure et supérieure des valeurs de f dans Vintervalle, est continue 
pour toute valeur de Vintervalle (<7, b). 

Supposons, par exemple, la fonction f croissante. Soit ^o une 
valeur de l'intervalle, que nous prendrons d'abord distincte de a et 6. 
f{xo) est compris entre m et M et est distinct de ces deux nombres. 
Prenons un nombre e positif et lel que f(Xo) — e, fi^o) H- s appar- 
tiennent à l'intervalle (m, M). Par hypothèse, la fonction prend la 
valeur /(j:©) — ^ pour un certain nombre .^i, qui doit être inférieur 
à Xo; de même, elle prend la valeur y (j7„) -f- e pour une valeur x* 
supérieure à Xo- Pour toutes les valeurs de x telles que x^<ix <i x^y 
f{x) est compris entre /(x^) et f{x.2), c'est-à-dire enlre f(Xo) — e 
et f(xo) -h e. Si a est le plus petit des nombres X2 — xr,, et x„ — .ri, 
la condition \x — Xo| < a entraîne \f{x) —fix^) \ < s, c'est-à-dire 
que la fonction est continue. 

Si Xo=a^ on a f(a)^=m. Le raisonnement s'applique en consi- 
dérant seulement les inégalités de droite. 

Si Xo=^ 6, on conserve seulement les inégalités de gauche. 

Enfin, une démonstration analogue s'applique au cas où la fonction 
est décroissante. 



i 
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57. Fonctions inverses. — Soit X =J\x) une fonction continue 
dans un intervalle borné (a, 6), toujours croissante ou toujours 
décroissante dans cet intervalle. Soient m et M les bornes inférieure 
et supérieure des valeurs de la fonction dans cet intervalle. Comme 
f{x) est continue et varie toujours dans le même sens, elle prend, une 
fois et une seule, toute valeur comprise entre m et M. Donc, étant 
donné un nombre X tel que 

iLexiste un nombre x de l'intervalle (a, A), et un seul, tel que 

f{x) = \. 

On peut donc considérer j? comme une fonction de X, définie dans 
l'intervalle (m, M). On pose a: = <p(X) et l'on dit que x = o(X) est la 
fonction inverse de X =y(j?). © est croissante ou décroissante sui- 
vant que y est croissante ou décroissante. En effet, si f est, par 
exemple, croissante, des deux conditions j7o<C-Piî f{^o)<if{x\)t 
l'une entraîne l'autre, donc o(X) est aussi une fonction croissante. 

De plus, la fonction es prend une fois toute valeur de l'inter- 
valle (a, 6), car, si Xq est une telle valeur, en posant Xo = y*(^o)î l^ 
fonction© prend la valeur jr© lorsque X = Xo. Donc (n" 56), ç>(X) est 
une fonction continue pour toute valeur de l'intervalle (m, M). 

Cette notion s'étend au cas des fonctions définies dans des inter- 
valles non bornés. Par exemple, si f est une fonction définie dans 
l'intervalle (a, -î-oo), continue et toujours croissante, tendant vers 
-h 00 en même temps que j:, en appliquant le théorème des fonctions 
inverses à un intervalle (a, A), et donnant ensuite à A des valeurs 
croissant indéfiniment, on obtient une fonction inverse définie dans 
l'intervalle [/(a), + oo]? continue et toujours croissante. 



XIII. — Étude des fonctions "}/x, xy\ \o^x. 

38. Fonctiojx "\fx, — La fonction X = x'", où m est un entier 
positif, est définie dans l'intervalle (o, -Hoo); elle est continue, tou- 
jours croissante (d'après le calcul algébrique des inégalités étendu) et 
tend vers 4-00 avec x. Cette fonction X a donc une fonction inverse; 
on la désigne par la notation 
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La fonction x est définie dans rintervalle (o, 4-oo), continue et 
toujours croissante. C'est la racine m'^'^^ arithmétique de X. 

Si u est une fonction de plusieurs variables a:, j., ... et si, dans un 

certain domaine, u est positif, ^u est, dans le même domaine, une 
fonction continue des variables x, j>^, ... (d'après le théorème sur la 
continuité des fonctions composées, p. 29, n" 32). 



nif— 



59. Fonction x^. — En supposant définie l'expression \/x^ le 
calcul des radicaux et la théorie des exposants fractionnaires, négalifs 
el nul, permettent de donner un sens à l'expression x^, x étant un 
nombre positif et y un nombre rationnel quelconque. On a, 

si y est positif et égal à — : xy=^\/'xP\ si j^==o : a:^= i; si y=^ — y\ 

y étant positif : xy-= — -. 

On démontre que l'expression x^ ainsi définie a les propriétés 
suivantes : 



\ (^"r = 



x^'\ 



II. Si, dans x^, on fixe y^ la fonction de j? que l'on obtient est 
définie pour toute valeur positive de x\ elle est croissante sij^>'0, 
décroissante si y < o, égale à i si y = o. D'ailleurs, celte fonction 
est continue, par application du principe des fonctions composées. 

m. Si, dans jr-^, on fixe x, la fonction de y obtenue, définie pour 
toutes les \aleurs rationnelles de y^ est croissante si x >> i, décrois- 
sante si X <C I , égale à 1 si x = i . 

IV. X étant fixé, quel que soit e ]> o, on peut trouver a >• o, tel que 



entraîne 

l^'-i|<e. 

Je dis que x^, considérée comme fonction d'arguments rationnels,, 
est uniformément continue dans tout champ borné G de la forme 

a étant un nombre positif {voir n° 26, p. 22). 

IVenons un nombre a supérieur aux nombres a' et -> de sorte que 

-î. < a< a'< a. 
a 
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Prenons un entier n supérieur à |p| et à |p^|. On a, dans C, 






a 
r et aX, 



X étant compris entre - et a, xy est, d'après la propriété II, compris 

entre ( - j = a 

y étant compris entre — n et /i, en vertu de la propriété III, a~y 
et dy sont tous deux compris entre a"'* et rt". On a donc, dans C, 



Cela posé, il faut, étant donné e positif, vérifier l'inégalité 
(I) |a^ — ir'^'|<6. 

Elle le sera si l'on vérifie les deux suivantes : 



<3) 



\apr - x^y \ <::^\ 



\x 



fï _ v> 






L'inégalité (a) peut s'écrire 



<4) 



"KD' 






Comme on a xy <i a", l'inégalité (4) sera vérifiée si l'on vérifie 



<5) 



( 



x'\y i 



'J/T« 



'h a 



f — j étant compris entre ( — j et( — ) ==( — j >(5) sera véri- 
fiée si l'on vérifie les deux inégalités suivantes : 



<6) 
ou 

(7) 



r.)"- 



•xa 



n 



i 



^X I 



< 



'xa 



n 



\x'*^ — x^\ < a-«, |ar'» — a?'«| < 



9. a" 



'xa 



n 



a?''». 



Comme x" et x'" sont supérieurs à a"", ces deux inégalités seront 
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vérilîées si l'on a 

(8) I j-'" — x» I < — î- . 

Or, x" vsl une fonction continue de jt, par suile uniformément 

continue dans rintervalle borné ( — > a). Donc l'inégalité (8) est véri- 
fiée dès que l'on a 

]x -x-\ < Y, 



Y étant un certain nombre positif. L'inégalité (2) est ainsi résolue. 
L'inégalité (3) s'écrit 



x"\x'y'-'- i\^- -. 



Elle est \éri(iée si l'on a 

(9) •^"'"'^-iKr^; 



ia 



n 



x'y' y est compris entre cty^y et —^r—- =z (P' .>'. Il suffit donc, pour 

a* - 

vérifier (9), de vérifier les deux inégalités 



Cela a lieu, d'après la propriété IV, quand on a 

\y-y\ <Yi» 

Y« étant un certain nombre positif. 
En résumé, les conditions 

k ^'Ky^ \y-y\<i\ 

entraînent l'inégalité (i); la proposition est démontrée. 

Le principe d'extension est donc applicable à ^^, et cela en tout 
point {xq^ yo) tel que Xq> o, car on peut prendre a, a', 3, p', avec 
a > o, tels que a < 0:0 < a', ^ < jTo < ?'• 

Par conséquent, il existe une fonction bien déterminée de x, y que 
nous désignerons encore par jr>*, définie pour tous les points {x^y) 
tels que x> o^ continue et se réduisant quand y est rationnel à la 
fonction connue xy. 

D'après le théorème des fonctions composées, les fonctions xyx'y^ 
xyx^^ {xyy^ ..., qui figurent dans le Tableau I (p. Sa), sont fonctions 
continues des variables qui y entrent. Les équations I étant vérifiées 
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quand les variables sont rationnelles et les deux membres de chaque 
équation étant fonctions continues de ces variables, les mêmes égalités 
ont encore lieu quand x et y sont quelconques (n** 34, p. 3i). 

Si u et V sont des fonctions de variables quelconques {x^y^ . . .), 
continues dans un certain domaine et si, de plus, dans ce domaine, 
// est positif, la fonction ii^ est fonction continue des variables x^ y^ ... 
dans ce domaine. 

Remarque, — Si l'on a ^ >► i , y > o, je dis que l'on a xy> i . En 
effet, prenons une suite yi,^^, ...,/«, ... de nombres rationnels 
positifs tendant en croissant vers y. Dans ces conditions, xy^ tend 
en croissant vers x^'. Comme on a :r-^«>> i , on a aussi xy > i . 

60. Dans l'expression x^^ donnons à y une valeur fixe a. On 
obtient la fonction x^. C'est une fonction continue, croissante si 
Ton a <7. >> o, décroissante si a <C o, en vertu de l'égalité 

et de la remarque précédente. 

61. Fonction exponentielle. — En fixant x et faisant varier y^ 
on a la fonction cP' qui est dite /onction exponentielle. 

Cette fonction est croissante si a >> i , décroissante si a << i , en 
vertu de a-^^= a-^a^ et de la même remarque, égale à i si a = i . 

Si l'exposant tend vers -\- oo, la fonction exponentielle tend vers 
-f- 00 si a >• I ; elle tend vers zéro si a <; i . 

L'expression — j^, où 6 est un nombre positif, et où a est supé- 
rieur à I, tend vers -}- oo en même temps que y. En effet, donnons 
d'abord à y des valeurs positives entières et posons Hff=-y^, on a 

Ce rapport tend vers a lorsque n augmente indé- 



"«-+^1 a 



u 



finiment. En prenant un nombre a' tel que i <C^a' <in^ pour n^p, 

p étant un certain entier, le rapport — dépasse a' et Ton a 

iip^\> o! Up^ Up^2> ^^'^tpj et généralement Up^h^ ct'^^Up, Donc 
Up^h croit indéfiniment avec h. 

Si y n'est pas entier, soit [jl sa partie entière; on a jjl î^ JK <I [^ H- » i 
d'où 

\^*'z^y^< (k-^ 0''- 
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Donc —^^ est compris entre les deux expressions 



~y ;- = — r«. 



( IJI -4- I )'' ( (X -h I )«' rt [l'' [X 



qui, toutes deux, tendent vers -f-oo. Donc — ^^ tend aussi vers -f- oc. 



62. Fonction logj?. — Posons X = <7-^, a étant positif et différenl 
de I . La fonction X est définie dans Tinlervalle ( — oo, -f- oo) et e>l 
toujours croissante ou toujours décroissante. Ses bornes supérieure 
et inférieure sont -H oo et o. Il en résulte l'existence d'une fonction 
inverse bien déterminée. On la désij^nc comme il suit : 

rr = log,|X. 

C'est la fonction logarithmique dans le syslème de base a. Elle est 
définie pour toute valeur de X intérieure à l'intervalle (o. -f-oo) et 
est croissante si a >> i , décroissante si r/ <C i . 

Les propriétés fondamentales de la fcmction logarithmique résultenl 
de celles de l'exponentielle. 

1" De 

.1- \ .< +-> 

a a ^- a 
résulte, en posant X = 6r^, Y = rr'*, 



OU 



2" De 



ou 



résulte 



logaXY = lopr^X -4- logaY, 
loga(X-' ) = xy=y logaX. 



3" Soient deux systèmes de logarithmes de bases a et a'. Prenons, 
dans le système de base a\ les logarithmes des deux membres de l'éga- 
lité r/-^= X. On a 

xio^a'a = loga'X 
ou, en remplaçant x par log^X, 

logaX loga'a = loga'X. 
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On a ainsi log^X, en fonction de log^X et de log^-a. C'est le 

théorème du changement de base. Si nous faisons X = «', nous 

obtenons 

loc^aa'loga'a = ï. 



XIV. — Séries numériques. 

63. La notion de série dérive de la notion de limite. Etant donnée 
une suite 

on forme la somme s,t des n premiers termes. Si ,v„ a une limite finie 
quand n croît indéfiniment, on dit que la .série (i) est convergente 
et a pour somme la limite de s,,. 

Dans tous les autres cas, on dit que la série est divergente. Mais 
si s,t tend vers -h oc ou — oo (cf. n" 18), nous dirons que la série, 
quoique divergente, a une somme déterminée, égale à H- oc, ou — oc. 

Lue condition nécessaire de convergence est que Un tende vers 
zéro lorsque n croît indéfiniment. 

Pour étudier la convergence d'une série, on peut supprimer un 
certain nombre de termes au commencement de la série. 

Si l'on a plusieurs séries convergentes de termes généraux w„, t',,, 
iv«, de sommes .ç, .v', .v'', la série de terme général ckm„4- éiv, -f- C(v,,, 
«, 6, c étant des constantes quelconques, est convergente et a pour 
somme as -f- A.ç'-h es" , 

64. Séries à termes positifs, — Dans une série à termes positifs, 
s,t ne peut que croître avec /?, donc s,t a une limite .ç, qui est finie, 
ou égale à -f- oc. Il v a convergence dans le premier cas, divergence 
dans le second. 

Dans tous les cas, la somme s de la série est la borne supé- 
rieure de C ensemble des nombres obtenus en faisant la somme 
d^nn nombre fini de termes, pris arbitrairement dans la série. 
En efi'et, nous savons déjà que s est la borne supérieure de l'ensemble 
5i, ^2, ..., s„i Si l'on prend dans la série, d'une manière quel- 
conque, des termes de somme S, il est évident que l'on a S^5„, 
n étant le rang le plus élevé des termes qui entrent dans la somme 2. 
Donc, en adjoignant à l'ensemble des nombres 5^, .v^, . . ., .ç,,, ... les 
différents nombres i) qu'il est possible de former, on ne modifie pas 
la borne supérieure de l'ensemble. 
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Déplacement des termes, — Eianl donnée une série 

à termes positifs, la série obtenue en écrivant les termes de (i) dans 
un ordre quelconque est équivalente à la première, c'est-à-dire 
qu'elle est convergente ou divergente en même temps et, si elle est 
convergente, a même somme que (i). 

Précisons la notion de déplacement des termes d'une série. Coasî- 
dérons une suite d'entiers positifs /i, i^, /j, ..., telle que chaque 
entier positif se trouve une fois et une seule dans cette suite. Consi- 
dérons alors la série 



{>■) W|,, W/,, W/, u 



/,.« 



Nous dirons que r^est la série (i) dans laquelle on a changé 
l'ordre des termes. 

s est la borne supérieure de l'ensemble des nombres obtenus en 
faisant la somme d'un nombre quelconque de termes pris dans la 
série (i). Si l'on fait la même opération pour la série (2), il est évi- 
dent que les deux ensembles de nombres sont identiques. Donc {-a) 
a même somme que (1). 

Groupement de termes, — Etant donnée une série à termes posi- 
tifs, si ai, a^, ..., a^, ... est une suite quelconque d'entiers croissants, 
la suite Sg^^^ 5^,, ..., 5^ , ... a même limite que la suite 5|, 52, ..-• 

Sfi^ .... 

Cela montre que l'on obtient une série équivalente à (i), en réunis- 
sant en un seul terme les ai premiers termes de (i), en un second 
terme les (aa — a, ) termes qui suivent, etc. On dit qu'on effectue ainsi 
un groupement de termes consécutifs dans la série. 

Plus généralement, on a une série équivalente à (i) en constituant 
une nouvelle série 

(3) Ui, Uj, . . . , U/j, 

dont chaque terme U représente la somme d'un certain nombre de 
termes de (i) et cela de telle manière qu'un terme de (1) entre une 
fois et une seule comme élément d'un terme U. 

En effet, la série (3) est équivalente à celle qu'on obtient en rem- 
plaçant chacun de ses termes par la somme des termes u qui le 
composent et écrivant à la suite les uns des autres tous les termes u^ 
dans l'ordre où on les rencontre. Cette série intermédiaire n'est autre 
que (1) dans laquelle on a déplacé les termes. 
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60. Caractères de convergence, — Etant données deux séries à 
termes positifs 

( I } I/|f U'tt • • • ^/IT * * * ) 

(2) l'i, P,, ... Vn, ..., 

si l'on a, à partir d'un certain rang, Vu<i Unt et si la série (i) est 
convergente, il en est de même de (2). En partant de là, on démontre 
un certain nombre de règles, dont les plus importantes sont les sui- 
vantes : 

Si l'on a, à partir d'un certain rang, -^^ < -^^ > et si la série (i) est 

convergente, il en est de même de (2). 

Comme exemple de série convergente à termes positifs, on connaît 
les progressions géométriques décroissantes. 

On établit, d'autre part, les faits suivants : la série de terme 

général -— est convergente si [jl > 1 ; la série de terme général - est 

divergente. On en conclut l'existence des caractères de convergence 
suivants, pour une série à termes positifs : 

I" Si l'ensemble des nombres «i*//„, [a étant supérieur à i, esl 

borné, la série est convergente (par comparaison avec la série de 

terme général -— j - 

2" Si niin reste, à partir d'un certain rang, supérieur à un nombre 
positif, la série est divergente (par comparaison avec la série de terme 

général - 1- 

3" Si l'on a, à partir d'un certain rang, 

y Un < A" < I , 

la série est convergente (par comparaison avec une progression 
géométrique de raison /r). 

4" Si l'on a, à partir d'un certain rang, 

<k < \. 



n 



la série est convergente (k étant considéré comme le rapport de 
deux termes consécutifs d'une progression géométrique de raison A*). 

66. Séries à termes quelconques, — Une série 

(l) Uu Ui, ..., Un ... 
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est dite absolument convergente si la série des valeurs absolues (ou 
modules) des termes est convergente. Posons | Un \ = w'„, on a 

Comme Un -\- un ^st égal à 2 11^ si Un > o, à o si Un < <>? on a 

^ Ml, -h U';, ^ 2 U'n, 

La série de terme général ( «„ -f- li^ est convergente si la série w„ 
Fesl, alors Un est la différence entre les termes généraux de deux 
séries convergentes à termes positifs, donc la série (i) est conver- 
gente. D'ailleurs, la somme de ses n premiers termes a un module 
moindre que la somme des modules des termes. Donc sa limite S est 
inférieure ou égale à la somme S' de la série des modules. 

Dans une série absolument convergente, on peut déplacer, d'une 
manière quelconque, les termes sans changer la somme, car ce dépla- 
cement revient à opérer le déplacement analogue dans les deux séries 
convergentes à termes positifs (w,i -H «/'„) et 11^* Leurs sommes ne sont 
pas modifiées, donc celle de la série proposée ne l'est pas non plus. 
Il en résulte que l'on peut aussi opérer un groupement de termes, 
pourvu qu'il satisfasse aux conditions indiquées plus haut (p. 58). 

67. Séries alternées. — Ces séries sont constituées comme il suit î 
à partir d'un certain rang les termes vont en décroissant, tendent 
vers zéro et sont alternativement positifs et négatifs. On a, en suppo- 
sant les conditions précédentes remplies à partir du premier rang, et 
posant Sn= £/| -h. . .-f- M,|, avec i/, >► o, 

Si > Ss >.. . , 
Sj <^ S4 <[..., 

On a ainsi deux ensembles de nombres tels que tout nombre du 
premier est plus grand que tout nombre du second. De plus, on peut 
trouver, dans les deux ensembles, deux nombres différant d'aussi peu 
que l'on veut. Il y a donc un nombre S qui est limite commune de 
ces deux suites. Donc la série est convergente. 



68. 


La série 






\ 




III 

« 1 1 1 1 


I 


/ 


1 1.2 1.2.3 



(1) 

est convergente, car le rapport d'un terme au précédent tend vers o, 
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lorsque n croit iadéfiminent ; sa somme se représente par le nombre e, 
de sorte que l'on a 

L'expression ( i H j y quand l'entier positif m tend vers -h oo, 

tend vers le nombre e. En effet, on a 



p = m 

en posant 



p = m 



^ m (m — i)...(m — p -^ 
"'"''' ~ i.9...,p.mP 



pi \ fn/ \ m/ \ m I 



On reconnaît que, si p est fixe, itm^p augmente avec m, de sorte que, 
quand m augmente, m H j ne peut qu'augmenter. D'autre 

pari, w,«^p, lorsque m croît indéfiniment, a pour limite -y qui est le 
(/>-!- i)»"^»»* terme de la séries. On a donc 



(-4) 



m 



<e. 



Je dis que l\-\ — ) > pour tn suffisamment grand, peut dé- 
passer e — iie, quel que soit le nombre e positif. En effet, pre- 
nons q assez grand pour que, dans la série ^, la somme S^ des q -\- i 
premiers termes soit plus grande que e — e. Astreignons-nous en- 
suite à prendre m^q. Dans le développement de m -i — ) > consi- 
dérons la somme des q H- i premiers termes. On a 



/» = '/ 



('■^;-!iy">'-^2"-'- 



/» = ! 



Le second membre a pour limite S^, donc, quand m dépasse un 
certain entier, dépasse S^ — e, c'est-à-dire e — ae. En résumé, on a 

On en déduit que (iH — J > quand x croît indéfiniment d'une 
manière quelconque, tend vers e. En effet, supposons d'abord x po- 
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sitif, et soit m l'entier tel que ni'^x <im -\- \^ on a 

I \ w -h 1/ \ 3r / \ m) 



m -r I 



= (-ir(-;f.)- 

Les deux termes extrêmes tendent vers e, quand jr et, par suite, m 
tendent vers -+- oo. Donc ( » 4- - ) tend aussi vers e. 
Si X tend vers — oo, on posex = — j;' et Ton a 

Donc la limite est encore e. Il en résulte que, si x croît indéfini- 
ment en valeur absolue par des valeurs de signes quelconques, on a 

lim ( i H j = e. 

1 
En posant x = -» on peut encore dire que (i -\- a)* a pour limite e 

•quand a tend vers zéro. 



tm f * 
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CHAPITRE IL 

DÉRIVÉES ET INTÉGHALES DES FONCTIONS DE VAKIAULES 

RÉELLES. 



I. — Dérivées premières des fonctions 
d'une ou plusieurs variables. 

« 

69. Soit f{x) une fonction d'une variable; x^ étant une valeur 
de la variable, j^o -+- A une autre valeur, on forme le rap- 

port^ T — • oi ce rapport a une limite déterminée quand h 

tend vers zéro d'une manière quelconque, on dit que la fonction a, 
en j7oî "'^^ dérivée. Si ce fait a lieu pour toutes les valeurs d'un 
intervalle, les valeurs de cette dérivée constituent une nouvelle 
fonction de x. On la désigne pary(j:). 

Si l'on considère une fonction /"(j:) dans un intervalle fini (r/, 6), 
quand on considère les valeurs Xo = «, Xo = 6, il n'y a lieu de prendre 
que des accroissements positifs dans le premier cas, négatifs dans le 
second. 

Si l'on représente en axes rectangulaires la fonction considérée 
pur une courbe, on a, en chaque point, f {xq ) = tanga, a étanl l'angle 
de la tangente à la courbe au point d'abscisse Xq avec l'axe des x, 

70. Une constante a pour dérivée zéro, x a pour dérivée l'unité. 
Si a, v^ w sont des fonctions d'une variable x ayant des dérivées u\ 
1'', iv', la fonction au -\- bv -^ c(r, a^ 6, c étant des constantes, reçoit 
l'accroissement a^u-\-b^v-\-c^iv quand, x recevant l'accroissement 
Ax, w, t^, (V reçoivent les accroissements Aw, Iv^ Atv; elle a pour dérivée 

lima- — \-\\ïab- H limcT— » c'est-à-dire a«'H- 6r'-h ccv'; la fonc- 

^x ax ^x 

tion uVj qui reçoit l'accroissement a Aç^-h- (^Aw -h Ae/. Ai', quand u 
et V reçoivent les accroissements ^u et Ai', a pour dérivée uv' -\~ vu\ 
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On généralise cette dernière règle et l'on voit que le produit de plu- 
sieurs fonctions //|, 112, ..., u„ a pour dérivée la somme des produits 
obtenus en remplaçant chaque fonction par sa dérivée. Ce résultai 

s'exprime d'une façon simple en introduisant le rapport — qu'on 

appelle la dérivée logarithmique de la fonction u : la dérivée loga- 
rithmique d'un produit est égale à la somme des dérivées logarith- 
miques des différents facteurs. Par application des règles relatives au 
produit, m étant un entier positif, la dérivée de x"* est nix"'~* . 

Le quotient - a pour accroissement 



ç ^ V -h Iç V 



"hv) 



donc a pour dérivée 



71. Déris'ées des /onctions de Jonctions, — Soient w, fonction 
<le j\f et y, fonction d^ //. On suppose que // a une dérivée par rap- 
port à X ely une dérivée par rapport à u. Soient Xo une valeur de la 
variable, Uq et y» les valeurs correspondantes de u eiy^ ^«+ Ax une 
nouvelle valeur de x^ «0 4- Af/, Vo + AX' '^•'^ valeurs correspondantes 
de if eiy. Toutes les fois que l'on a lu y^ o, on peut écrire 

(I) Ar^^'.^. 

A:r Aa Ax 

Deux cas sont à distinguer, suivant que l'on a, ou non, (<i[r)o 7^ ^- 

1" Si (£/|^)0^o, quand | A^* | est inférieur à un certain nombre 

positif a, lu est différent de zéro. L'égalité (1) est applicable et donne 

2" Si (w,.)o =0, donnons à Ix une suite de valeurs tendant vers 
zéro ; les accroissements correspondants lu sont de deux sortes : les 
uns nuls, les autres différents de zéro. A ces derniers s'applique la 
formule (i). Pour les autres, le ly correspondant est nul, de sorte que, 

dans tous les cas, -r- a pour limite zéro. 

Donc la formule y]^. =.r;,. i/^ est applicable dans tous les cas; elle 
s'étend au cas de plusieurs fonctions intermédiaires. 

72. Dérivées des fonctions inverses, — y étant une fonction de jt, 
continue et toujours croissante ou toujours décroissante dans un inter- 
valle, a une fonction inverse bien déterminée; A^' et Ix étant deux 
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accroissements correspondants, on a 

Ay I 
A.r Sjc 

En écartant le cas où l'un des rapports tend vers zéro, on a, en 
prenant les limites des deux membres, 

D'ailleurs, si l'une des dérivées tend vers zéro, l'autre grandit 
indéfiniment. 

73. Dérivée de log^.r. — Considérons le rapport 

A = Â '^^« V^x)' 

Posons /i = a x. L'expression précédente devient 

X 

Quand h et par suite a tendent vers zéro, (i 4- 3t)* tend vers e; la 

fonction logarithmique étant continue, logrt(i + a)* a pour limite 
loga^. Il y a une dérivée qui est — loga^, ou encore — j , donc 

On appelle logarithmes népériens les logarithmes pris dans le 
système de base e\ on les désigne par la notation \aX. On a 

(loga j:/=:— y— , 
XXjU 

et dans le cas de a = 6, comme Lg = i , 

X 

Dérivée de la fonction exponentielle, — La fonction inverse 
àe y = a^ est, comme nous l'avons vu, x^= loga^. Appliquant le 

13. 5 
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ihéorènie sur la dérivée d'une fonction inverse, on a 

^'j. = — = — ^ — =^La=a-^La. 



» 



V La 
En particulier, on a 

Cherchons la dérivée de x"^ a élanl quelconque. Nous écrirons 

et, d'après le théorème sur la dérixée d'une fonction de fonction, 

( a^« )'= e"*-' a -= a j:"-* . 

X 

La règle donnée pour le cas de l'exposant entier et positif se trou%e 
étendue au cas d'un exposant quelconque. 

74. Les fonctions trigononiétriques sina: et cos.r définies par la 
Géométrie sont continues. On a en effet : 

{\) sin {x -{- h) — sin x = i sin — cos (x-\ \ • 

Le second membre a une valeur absolue moindre que 2sin -^ donc 

tend vers zéro avec A; cos:r = sin( a: 4- ^ ) est aussi continue. 
La formule (i) donne alors 

h 

V. / h\ 



, . sin 

sin {t -\- n) — 5ina™ 



d'où, d'après le fait que ^-r— tend vers i quand h tend vers zéro, 

,. s\n{x -^ h) — %mx 

Il m -, = cosa^, 

h 

donc sinx a pour dérivée cosx; cos.r = sin/.i- -i- - ) a pour dérivée 
X -i- -) = — sino:; tang.r a pour dérivée — - — ou (i -h tang^x); 

cotano; X a pour dérivée -i— ^ — 
^ ^ sin* a 

Fonctions trigonométriques inverses, — Pour définir une fonction 

trigonométrique inverse sans ambiguïté, il faut fixer l'intervalle dans 
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lequel on la considère. Par exemple, à lout nombre x de Tinler- 
valle ( — i,-f- 1) on peut faire correspondre un arc compris entre 

Mb 

mm 

et - dont le sinus soit égal à x. On a ainsi une fonction bien déter- 
minée qui est Tune des déterminations de arcsinx. Soit y cette 
fonction, on a 

^' = arc sina:, a: = sin^, a7y=cos/, 
d'où 

I I 



rx = 



ces 



y y/i-x'^ 



Dans les conditions fixées, cosj^ est positif, le radical doit être pris 
avec le signe H-. 

De même, x étant un nombre quelconque, il y a dans l'inter- 
valle ( — - j H — J une seule détermination^ de la fonction arc lang^. 

On a 

^ = arc tanga*, a? = tang^, a:^= i-f- tang*^, 

I r 



rx = 



i-H tang*j^ I -\-x^ 



73. Théorème de Rolle. — Si une fonction f d^ une variable x^ 
continue dans un intervalle (a, é), $^ annule pour ie^ valeurs a, 6, 
et a une dérivée pour toute valeur de x intérieure à ^intervalle, 
cette dérivée s'annule au moins une fois dans l'intervalle. 

En effet, on a par hypothèse f(^a) = f(b)=o. Soient m et M 
les bornes des valeurs de la fonction dans Tintervalle (a, è). 
Si m = M = o, la fonction est constante, sa dérivée est toujours nulle. 
Sinon, on a au moins une des conditions m < o, M >• o. 

Supposons par exemple M > o. D'après le n*^ 53, la fonction atteint 
la valeur M pour une valeur au moins de la variable, nécessairement 
différente de a et de 6. Soit Xq une telle valeur. Pour toute valeur x 
de l'intervalle on a /(^)^/(a:o). 

Cela posé, formons "^^^ — - — - — —; le numérateur est négatif ou nul. 

Si l'on donne à x des valeurs tendant vers 5?o par valeurs supérieures, 
le rapport, étant négatif, a une limite négative ou nulle. Si l'on donne 
à X des valeurs tendant vers Xq par valeurs inférieures, le rapport, 
étant positif, a une limite positive ou nulle. Cette limite est donc nulle, 
et, comme elle est égale à f'{x^), on a f{xo) = o. 
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76. Formule des accroissements finis. — Soil/(j:) une fonction 
continue dans un intervalle (^/, ^), ayant une dérivée. Cherchons une 

expression du rapport "^^ — ', _ — -- Soit \ cette quantité. Posons 

(p(.r)=/(6)~/(a:)— A(6 — ar). 

^{x) est continue et a une dérivée qui est — f'{x) 4- A.. Comme 
on a y(a)= ç(6) = o, par application du théorème de Rolle, o' ( x) 
s'annule pour une valeur c de l'intervalle, donc 

?'(c)=-/'(c)4-A = o, 

d'où 

A =f{c\ 
f{b)^f{a) = {b-~a)f'{c\ a<c<b. 

En mettant x, .r -H A, .r -h 6/i au lieu de «, 6, c, on a 

(i) f{x-h h)—/{x)= hf(.r-{-^h) fo<0< i). 

On doit interpréter ce résultat ainsi : x el x -^ h étant deux 
valeurs de l'intervalle, il existe un nombre 6 compris entre o et i , 
tel qu'on a l'égalité (i). 

Il résulte de la définition de la dérivée que, si dans un intervalle une 
fonction est constamment croissante, sa dérivée est positive ou nulle; 
si la fonction est décroissante, sa dérivée est négative ou nulle. 

Réciproquement, si dans un certain intervalle la dérivée est posi- 
tive, la fonction croit, car le second membre de(i) est du signe de /i ; 
si dans un certain intervalle la dérivée est négative, la fonction 
est décroissante. Si la dérivée est constamment nulle, la fonction est 
constante. 

77. Fonctions de plusieurs variables. — So'il /(x^ y^ z^ ...) une 
fonction de plusieurs variables. Si Ton donne à toules les variables 
moins une, x par exemple, des valeurs déterminées, la fonction / 
devient fonction de la seule variable x. Elle peut être continue par 
rapport à celte variable et avoir une dérivée. S'il en est ainsi pour 
toutes les valeurs de x d'un intervalle, et cela quelles que soient les 
valeurs attribuées à y, :;, . . . , cette dérivée est elle-même une fonc- 
tion des variables x^ y, z, • . . . On la désigne par la notation 
/^(.r, y^ -3, .'. .), on dit que c'est la dérii'ée partielle de f par rap- 
port à X, Il peut y avoir de même des dérivées partielles par rapport 
à 7, ::,...; on les désigne par/^(;r, JK, -s, . . .), /j(jc, j-, z, . . .). 
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78. Remarquons qu'une fonction, de deux variables par exemple, 
peut être continue par rapport à chacune d'elles et même avoir des 
dérivées partielles en tout point sans pour cela être continue par 
rapport à l'ensemble des variables. 

Prenons, par exemple, la fonction f{x^ y) qui est égale à ^ "^ ^ 

pour tous les points du plan sauf pour le point ^ = o, j^:= o, pour 
lequel elle est éj^ale à zéro. 

On constate que la fonction est nulle quand le point (j?, y) est soit 
sur Oxy soit sur Oy, Elle est donc, à l'origine, continue quand x ou y 
varie seul et a en ce point des dérivées partielles nulles. 

Prenons maintenant un point autre que l'origine. On peut toujours 
considérer un tel point comme inlérieur à un champ ne contenant pas 

l'origine et dans lequel on di f^= ^ ^ •• Donc /est encore continue 

par rapport à chacune des variables et a des dérivées partielles. 
Cependant la fonction n'est pas continue à l'origine par rapport 
à l'ensemble des deux variables. En efl'et, si un point varie de façon 
que y z=:(tXy a étant constant et ^é o, on a, pour ^ ^ o, 

tandis que, pour :r = o, / == o. 

79. Soit u^=f{Xyy^ z) une fonction de plusieurs variables 
(trois, par exemple), définie dans un certain champ. Soient deux 
points du champ, l'un (x, )*, 3), l'autre (x 4- A.2?, y -h ly^ z + A3). 
ÙLXy Ay, A^ seront dits les accroissements des variables à partir des 
premières valeurs^, )', z. Posons 

Aa =/(.r-+- Aar,jK-f- A,r, z -h A«)— /(a?,^, z). 

On a l'identité suivante : 

j Au =/(37 -h Aar, j^, z) — /(ir, j^, s) 
<i) -h/(x-f-Aa:,j^-l- Aj^, « ) — /( a? -f- Aa7, >', 3 ) 

' ^-/(^-H Ax, V -H ùiy, z -+■ Lz)-~f{x -\- ùix.y -f- Aj, z). 

Si, dans un champ donné, la fonction /{x, y, z) a des dérivées 
partielles par rapport à chacune des variables et si ces déris^ées 
partielles sont inférieures en valeur absolue à un nombre A, la 
fonction est continue par rapport à Vensemble des variables. 

Supposons ces conditions remplies. Le second membre de (i) est 
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la somme de trois différences dont ciiacune esl la différence entre les 
états de grandeur d'une fonction d'une seule variable, à saxoir x pour 
la première différence, y pour la seconde, z pour la troisième. 

En appliquant la formule des accroissements finis a chacune d'elles, 
on a, 6, 6', 6" désignant trois nombres compris entre o et i, 

Il en résulte, d'après l'hypothèse faite, 

I Aa I L A ( I A:r I ^+- 1 A j I -+- I A3 I ). 

Donc Al/ tend vers o a\ec A^, Ay, As, donc f esl continue par 
rapport à l'ensemble des variables. 

80. Dérivation des fonctions composées. — Supposons que 
•^? JK> ^1 4^* ^^^^ '^s arguments de la fonction u =zf(^x^y^ ^), soient 
non plus variables indé[)eiidantcs, mais fonctions d'autres variables 
tj 0, • . . ; supposons que les dérivées partielles /^, f^^ f'^ soient 
continues par rapporta l'ensemble des variables qui y entrent, que jt, 
y, z soient continues par rapport à chacune des variables /, 6, ... et 
aient des dérivées par rapport à chacune d'elles. 

Laissons fixes les variables indépendantes sauf /. Donnons à 
ûelle-ci une première valeur Z, à laquelle correspondent pourx, y^ z 
les valeurs ./'jj', z et pour u la valeur //, puis une seconde valeur / -f- A^ 
à laquelle correspondent pour x^ y^ z les valeurs x + Aj;, y -h Xy^ 
2 -h A3 et pour u la valeur u -h Am. La formule (2) est applicable : 
Divisons les deux membres par A^, il vient 

l ^ =/i(x-+-eA^,7,^;|f H-/;(^^Arr,j^^6'A7,5)^ 

(3) ; 

i AiS 

r H-Zz (a7-hAa:,^-t-A^, ;5-^e■'A^) — . 

Faisons tendre A^ vers zéro. A cause de la continuité de x^ y^ 3, Ax, 
Ay, A3 tendent vers zéro. Comme u est continue par rapport à l'en- 
semble (j?, y^ 3), Am tend aussi vers zéro. F^es dérivées f^^ fyj fi 
du second membre de (3) étant continues par rapport à l'ensemble 
des variables, tendent respectivement vers y^^.(:r, j^, z)^/y(x^ y^ 3), 

/^(ic, y, z). Les rapports — ? -^, -^ tendent vers x'^j y'f^ z^. De sorte 

que le second membre a une limite qui est 
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Le premier membre de (3) a donc aussi une limite; c'est la dé- 
rivée u\ de u par rapport à f et Ton a 

C'est la règle de dérivation des fonctions composées. Elle comprend 
comme cas particuliers les règles de dérivation d'une somme, d'un 
produit, d'un quotient et le théorème des fonctions de fonctions. 
Toutefois, il convient de remarquer qu'elle a été établie avec une 
hypothèse restrictive en plus, à savoir que les dérivées partielles Ae f 
sont continues par rapport à l'ensemble des variables. 

81 . Formule des accroissements finis pour les fonctions de plu- 
sieurs variables. — Revenons à l'expression de \u (n° 79) et posons 

On reconnaît que l'on a 

Aa = o(i) — o(o). 

En appliquant la formule des accroissements finis à la fonction . 
d'une variable o(^), on a, 6 étant un nombre compris entre o et i, 

{p(i) — ©(o) = (p'(B). 

En dérivant o(^) par la règle des fonctions composées, on a 

9\t)=i fj-ix-k- tlx, y-\- t\y, z ^ t^z)\x 

■^/yi^'^ t^3:,y~\-t\y, z ^ t ùlz) tiy 
-•-/c(^-*- / A.r,^-l- tly, 5-1- t \z)lZy 

d'où la formule des accroissements finis 

/(a? -h lx,y-^ \y,z-i-^z)—f{x,y, 5)=/i(-F-+-0 Aar, j^H-OAy, ^-+-0 Az)Aa? 

-\-fy ( j: -H 6 A^, y h- 6 A^, ^ -f- A« ) A^ 
-^fzi^-^^ Aa-,^-hO A^, 2-H 8A«) As. 
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82. Soit u = /(^, y-i z) une fonction d'une ou plusieurs variables, 
ayant des dérivées /^, y*J., /^. Donnons k x^ y. z des accroissements 
Ax, Ay, A^. Nous poserons 

(I) du =z df = f'x(x, y, z)^x -¥■ f^{x,y, z)ly^fi{x,y, 3)As, 

et nous dirons que du ou df est la différentielle de la fonction u. 
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S'il n'y a qu'une seule variable, on a une différentielle ordinaire. 
S'il y a plusieurs variables, on a une différentielle totale. 

Remarquons que l'on peut considérer comme fonction de jt, y^ z 
chacune de ces variables elles-mêmes; :r, par exemple, a pour déri- 
vées partielles : par rapport à x, un, par rapport à y, zéro, par rap- 
port à 5, zéro. La formule (i) donne alors dx = Ijc, 

Ceci nous amène à dire qu^en ce qui concerne les variables indé- 
pendantes, les différentielles sont égales aux accroissements. Nous 
pouvons modifier la notation précédente et écrire] 

(a) du = df = f'Jx, y, z)dx -\- fy(,x,y, z)dy -^ fi {x,y,z)dz,\ 

rfx, dy^ dz étant considérés comme des accroissements arbitraires 
donnés à x^ y^ z. A ce titre, il faut considérer du^ s'il s'agit de n va- 
riables, comme fonction de 2/? variables, savoir: les n variables elles- 
mêmes et les n accroissements arbitraires donnés à ces variables. 

83. Dans le cas d'une seule variable x^ on a la formule suivante : 

du = f'{x) dx = u' dx. 

Ceci conduit à écrire m' = -r-y d'où une nouvelle notation pour la dé- 
rivée d'une fonction d'une variable. Nous représenterons la dérivée 
d'une fonction u de x^ soit par w^ comme précédemment, soit par -7— 

Par analogie, dans le cas de plusieurs variables, on écrit, par 

1 /•' / \ àf(x, y,Js) 
exemple, /^ (x, y, z) = ^/' 

84. La formule (2), gui définit la différentielle totale de la 
fonction u=^f{x^ y^ ^), est encore valable si x^ y^ -3, au lieu 
d^étre variables indépendantes, sont fonctions d^ autres va- 
riables /, 6, 

En effet, u est alors fonction de /,&,.. . par l'intermédiaire de x, 
jKi ^' Soit w = F(/, 6, . . .). Soient dt^ ^9, ... les accroissements ou 
différentielles des variables indépendantes. On a 



dx = x'tdt-h a7Q rfô 

dy = y'tdt-hy^di)^.,., 

riz = z'tdt -h 5fj rt?0 -H . . . . 
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D'autre part, la différentielle du est donnée par la formule 

du=i F;^/-hF^rfe-4- 

On a, par la règle des fonctions composées, 
d'où 
ou, en réunissant les termes en/^, ^^fy et en/j, 

du = fx(op't dt-^x'^d^^,..) -t-/;.(^; dt^ y^d^-^-..,) 

c'est-à-dire 

du^f'^dT^f;.dy-^fLdz, 

La formule (î>.) est donc valable dans tous les cas. 
Par exemple, si l'on considère les expressions ii-^v-\-w^ //c, -» 
«, v^ w étant des fonctions de variables quelconques, on a 

d{a -^ V -^ iv) =z du -h dv -h dw^ 
d(uv) = udv H- cfl^;/. 



, / M \ l' ûfa — // dv 



80. Étant donnée une fonction u=^/{x^ y, z), si Ton a une rela- 
tion de la forme 

(l) du = Xdx -»- B^K 4- Cdz, 

on peut affirmer que Ton a • 

A ^" u ^^" r ^" 

A = -r— > O := — — ) '-I = -7- • 

OT ôy àz 

En effet, on a en même temps que (i) la formule 

/ \ j ^^^ j ^f^ j au , 

(1) du = -r- dx '^- -—- dy -\ — — dz. 

ox ày " ()z 

Les seconds membres de ces formules (i) et(2) doivent être ésçaux 
quels que soient dx^ dy^ dz. En particulier, pour dy = dz = o^ cela 

exige que l'on ait A= -— î de même on obtient B=: — » C= -r-* 

^ ' dx ()y àz 
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III. — Intégrales définies. 

86. Etant donnée une fonction continue f{x)^ supposons qu'il 
existe une fonction F dont f soit la dérivée. Donnons-nous des 
nombres 

JP\\ <.^ 3'\ <C^ wFj <^ . • . ■ C^ '^n ^~ *^ 

tous compris dans l'intervalle de variation de x. On a 

\i étant compris entre xi^^ et xi. Faisons « = i , a, ..., /i, écrivons les 
égalités correspondantes et ajoutons-les membre à membre. Il vieni 

F(;F)-F(aro)= ^ (^i- ^i-x)Ah)' 

f = 1.2, ...,/i 

Ceci conduit à étudier a priori des sommes telles que celle du 
second membre. 

87. Soit f une fonction continue dans l'intervalle {a, b)\a <Z b]. 
On divise ^intervalle (a, b) en intervalles partiels par des 
valeurs intermédiaires 

a = wTo < ^1 < ^î < • • •< -^n = ^• 

Dans V intervalle. (.r/_i, a;/), on prend arbitrairement une va-- 
leur Ç| et l'on forme 

(i) ^(jri—Xi-i)f(ii) {i= I, -2, ..., /i). 

Je dis que cette somme tend vers une limite déterminée et finie 
lorsque Von fait varier le mode de partage fie l'intervalle {a, b) 
de telle manière que la plus grande longueur d'un intervalle 
partiel d' un partage donné tende vers zéro. 

Soient M et m les bornes de /dans Tintervalle (a, 6), M, et mi ses 

bornes dans Tintervalle (j:^/_i, Xi), 

On a, quel que soit /, 

/n^ rrii'^ M/ J M. 

Posons Xi — Xi_i = li. Ce nombre positif // est la longueur de 
l'intervalle (X|_i, x/). De m/ ;y\$<) M| résulte 

^lifnr^^lifC^i)l^liMi. 
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Etudions, pour les diHerenls partages possibles, les sommes 

que nous appellerons somme inférieure et somme supérieure rela- 
tives au partage. Remarquons que Ton a, comme M/^ M, 

S = 2:M, //^ SM // = \12: // = M(6 — a). 
Donc 

de même 

5^ /n(6 — a). 

Considérons deux partages dont le second est consécutif au pre- 
mier, en entendant par là que, dans le second, on a consente les 
valeuî's intermédiaires qui existaient dans le premier. Soient S 
la somme supérieure du premier, S' celle du second. Pour passer de S 
à S', on doit remplacer chaque terme de S, soit //M/, par une certaine 
somme de termes, M/ et // jouant par rapport à cette somme de termes 
le rôle que jouaient, dans ce qui précède, M et (6 — a) par rapport 
à la somme S. Donc la somme des termes qui remplacent M/// est au 
plus égale à M|7| ; ceci ayant lieu pour chaque terme M|7|, on a 

S'SS. 

De la même manière, s et .v' étant les sommes inférieures relatives 
au premier et au second partage, on a 



s' ': s. 



Considérons d'une part l'ensemble (S) des sommes supérieures, 
d'autre part l'ensemble (s) des sommes inférieures relatives à tous les 
partages possibles. 

i" Tout nombre du premier ensemble est supérieur ou égal à tout 
nombre du second. En effet, soient P et P' deux partages quel- 
conques, S la somme supérieure du premier, s' la somme inférieure 
du second. Prenons un troisième partage F' obtenu en conservant les 
valeurs intermédiaires des deux premiers, de telle sorte que ï^ est 
consécutif à P et à P'. Si S'' et / sont les sommes supérieure et infé- 
rieure de ce troisième partage, on a 

S?-S% /^s', S'ls\ 
Donc 

S > s'. 
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a" On peut trouver, dans l'ensemble (S) et dans l'ensemble i5i. 
deux nombres diil'érant d'aussi peu que l'on veut. 

En effet, soit ê>>o; en vertu de la continuité uniforme (n" •ii, 
p. 47)? nous pouvons trouver un nombre a positif, tel que, pour deux 
valeurs x, x^ de l'intervalle (a^ b)^ la condition \x — .r' | <C » 
entraîne \/{x) — /(x') | <; s. 

Cela posé, prenons un partage tel que la plus grande longueur d'un 
intervalle partiel soit inférieure à a; quel que soit /, les bornes M; 
et nit dey dans l'intervalle (x/_4, j?/), de longueur moindre qu<» 1, 
diffèrent de moins de e. On a, dans un partage réalisant ces condi- 
tions, 

S — 5 = 2:/| M/— 2 /fmi=l,/,{M,— m,)< :LliZ = zib — ah 

c'est-à-dire 

S — s '^t(b — a), 

et, comme £(^ — a) peut être pris aussi petit que l'on veut, la pro- 
priété se trouve établie. 

I^es ensembles (S) et (.ç) sont donc tels (n" 17) que la borne infé- 
rieure des S est égale à la borne supérieure des s. Soit 1 ce nombi-e. 

Prenons une suite de partages P,, P^, . . ., P/i, . . . tels que, si \h esi 
la plus grande longueur d'un intervalle partiel dans le partage P^. >.a 
tende vers zéro. Soient S^ et sh les sommes supérieure et inférieure 
relatives au partage P/^, e un nombre positif, a le nombre positif qui 
lui correspond d'après la loi précédente. On a, pour h assez grand, 
Xa <I a et par suite, d'après ce qui précède, 

S/i — s/t<:^ t(b — a). 
Donc Sa — s/i tend vers zéro. Gomme l'on a 

S/i et s/i tendent tous deux vers 1. 

Donc la somme i]//y(Ç/), constamment comprise entre S/, els/,, tend 
vers 1, ce qui démontre le théorème. 

88. Le nombre 1 s'appelle Vintéf^rale définie de, la Jonction 
/(t) de a à b ei l'on écrit 
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Par définition, nous poserons 

/ /{x)dx = o, 

•Vf 

et, si a >> 6, 

I /(x) djc = — / /(x) dx. 

Moyennant ces déHnitions, l'expression / f{x)dx a un sens 

quels que soient les deux nombres a et 6 appartenant à un intervalle 
dans lequel y(d:) est continue. 

89. Remarquons que, si a <ib^ d'après les propriétés des sommes S 
et s (n*' 87), on a 



ni(b 



^a)i I f{x)dx'^^\{b- a). 



Dans le cas de a >► 6, / f{x) dx est compris entre m(a — b) et 

dh 

M(rt — b). Le ncnnbre opposé / J[x)flx est donc compris entre 
m{b — a) et M(^ — a). Donc, dans les deux cas, le rapport 

j f(x)dx 



b — a 

est compris entre m et M. Par suite, il existe un nombre \ de Tinter- 
valle (rt, 6) tel que ce rapport est égal à /(S). En d'autres termes, 
on pt*ut poser 

f A^')dx=:(b-a)/a), 

Ç étant compris entre a et b. Ceci a encore évidemment lieu si a = 6. 
Il résulte en particulier de là que, si J est ^ o et si a -< 6, on a 

I /{x) dx _io. 

90. Si rt, 6, c sont trois nombres tels que « <; 6 <C c, on a 

(i) / /(x)dx= I J{x)dx'\- I /(x)dx. 
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En effet, pour définir / f{x)dx^ astreignons-nous à prendre de% 

modes de partage dans lesquels b soit toujours un point de division. 
La somme 'Eli/{^i) relative à l'intervalle (a, c) se compose de deux 
parties : la première comprenant les termes relatifs à l'intervalle 
(a, 6); la seconde, les termes relatifs à l'intervalle (é, c). Ces deux 
sommes tendent respectivement vers les deux intégrales du second 
membre de (i), tandis que la somme totale S ///*($/) tend vers le pre- 
mier membre. Donc on a la relation (i), qui peut encore s'écrire 

f /(x)dx-h I f{x)dr-\- I f(T)dx = o. 

Sous cette forme, on reconnaît que le premier membre est inva- 
riable, au signe près, lorsqu'on permute «, A, c d'une manière quel- 
conque. On en conclut que l'on a, outre la relation (2), cinq rela- 
tions analogues, obtenues en remplaçant cz, 6, c par une permutation 
quelconque de ces trois nombres. Cela revient à dire que (2) « lieu 
quel que soit l'ordre de grandeur de a, 6, c. Par suite, la rela- 
tion (i) a lieu aussi dans les mêmes conditions. 

91. Cela posé, soit f{oc) une fonction continue dans un inter- 
valle; soient x^ et x deux valeurs de cet intervalle. Considéronf» 

l'intégrale / f{x) dx. Supposons que, Xq restant fixe, on fasse 

varier .r. L'intégrale devient une fonctioiï de x. Posons 

On a 

F(x-i-h)= I /{x)dx= I f{x)dx-h I f{Jt)dT, 

•* •' ■' 

d'où 

¥(x-^h)—¥{,x)= I f{x)dx, 

• .1- 

ce qui peut s'écrire (n" 89) 

F{x-\-h)-F{x) = h/a), 

Ç étant compris entre x et x -j- h. Si h tend vers zéro, /(Ç) tend 
vers y(j?), le second membre tend vers zéro; donc F{x) est une 



IV. — HECHKRCHE DES FONCTIONS PRIMITIVES. 79 

fonction continue. En outre, on a, quand h tend vers zéro, 

7i =/(^)- 

Donc ¥{x) a une dérivée et cette dérivée est /(x). 

On reconnaît ainsi que toute fonction continue est la dérivée 
d'une certaine Jonction. 

Toute fonction dont / est la dérivée s'appelle une fonction pri- 
mitive de /. Une fonction dont la dérivée est toujours nulle étant 
une constante, deux fonctions qui ont même dérivée diffèrent d'une 
constante. Par suite, si F(^) est une fonction primitive de /(^), 
toutes les autres fonctions primitives de f{x) sont de la forme 
F(^) H- G, C étant une constante. 

Etant donnée la fonction /(x), supposons que F{x) désigne une 
fonction primitive de f{oc). Xq étant une valeur quelconque, consi- 
dérons l'intégrale définie / /(x)dx. On a, d'après ce qui précède, 



»• 



x 



f{x)dx — F(a7)-hG. 



Donnons à a: la valeur x^. Il vient o = F(a7o) -f- G, d'où 
G = — F'(a;o), de sorte qu'on a 



•'o 



Quand on se préoccupe seulement de rechercher les fonctions 
primitives d'une fonction donnée /(a?), on l'indique par la notation 

l/(x)dx^ en sous-entendant que la limite supérieure est j?, la 

limite inférieure étant quelconque. On dit qu'on a une intégrale 
indéfinie de /(x); une telle intégrale n'est définie qu'à une con- 
stante additive près. 

On appelle élément différentiel de l'intégrale l'expression /(j:) dx. 

IV. ~ Recherche des fonctions primitives. 

92. A toute formule de dérivation d'une fonction correspond une 
formule d'intégration. Mais il est essentiel de remarquer que les for- 
mules d'intégration ne sont applicables que dans des intervalles où 
la fonction qu'on intègre est continue. 
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Si Ton di niyé. — i , on peut écrire 



/ 



x"^ dx = 



m -i- I 

Si m est entier, positif ou négatif, x"^ est défini pour toute valeur 

de x\ mais, si m est entier et négatif, l'intégrale déiînie / j:"* dx n*a 

un sens que si a et 6 sont de même signe. 

Si m n'est pas entier, on doit supposer x >• o. 
Si /w = — I, on a, dans un intervalle où ^ >> o, 

/x- ^ dx = I — = \jt, 
J ^ 

et, dans un intervalle où x <C o, 

/ * dx 

Gomme autre exemple, considérons i ^' 

De ce que la dérivée de arc tanj'j? est r> on déduit 

^ ^ IH- J7* 



/r 



dx 

— — arc laiig^. 



Il faut entendre par arc tangx une détermination particulière de 
cette fonction. On aura, avec des intégrales définies, 



dx 

- = arc tan<;6 — arc tanga, 



JI -f- X 
a 



étant entendu que arc tang b et arc tang a sont deux arcs compris 
dans le même intervalle ( — - -H A*7w, - -\- kTz\. 

93. Pour effectuer la recherche des fonctions primitives, on utilise 
différents procédés généraux. 

Formule de décomposition. — Si l'on a 

^, A, ..., Ô étant des fonctions continues, a^ b^ .,,^ c des constantes, on a 

I fdx = a I Qdx -r b 1 'l> dx -h, . .-h c 1 6 dx. 
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En effet, les deux membres de celte formule ont respectivement 
pour dérivées les deux membres de la première. Donc ils sont égaux 
(à une constante près). 

En ce qui concerne les intégrales définies, on a 



. J' ^ .»■ ^ .!• 



f dx = a j ç dx ■^- b I ^ dx -4- . . . -f- c / dx^ 

car les deux membres ne diffèrent que par une constante et, comme 
pour X = Xo, ils s'annulent tous deux, ils sont égaux. 

94. Changement de variable, — F(^) étant une fonction primi- 
tive de /(.^), supposons que l'on ait ^=:<p(^), t étant une nouvelle 
variable, çp une fonction continue par rapport à /, aj^ant une dérivée 
elle-même continue. Imaginons que, dans F, on remplacer par y(^). 
Soit ^(^) = F['f (^)] la fonction ainsi obtenue. On a 

ou, en remplaçant F' par/, 

*'(0=/[?(0]?'(0. 
^{t) est donc l'intégrale indéfinie de /[?(0]?'(0 • 

*(0 = y/[?(0]'t'(0^^. 

Ainsi ^iX) est l'intégrale obtenue en remplaçant, dans l'inté- 
grale I f{x)dx^ f{^) pa''/[?(^)] ^^ ^^^ par ^'{t)dt. Nous dii 
que cette opération consiste à transformer Vêlement différen- 
tiel f{x)dx par le changement de variable .r = ©(0? ^^ ^^^ ^^^ 
deux éléments différentiels f{x)dx^ /[?(^)]?'(^)^^ *^^^ équi- 
valents» 

Considérons les intégrales définies. Soient t^ et t^ deux valeurs de ^, 
soient j?©» ^\ 'es valeurs correspondantes de jc = (p(r). On a 

F(a:,) = *(^,), F(a7o) = 4»(^o), 

d'où 
c'est-à-dire 



lirons 



Ç 'f(,x)dx= f'/[o(t)\o'{t)dt. 



Ces résultats sont démontrés sous la seule condition que x soit 
B. G 
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fonction continue de t et ait une dérivée elle-même continue. En 
particulier, on ne suppose pas que la fonction x àe t soit toujours 
croissante ou décroissante. Si l'on se trouve dans l'un de ces cas 
particuliers, t peut être considéré comme fonction déterminée et 
continue de a:, c'est-à-dire qu'entre t et x existe une relation réver- 
sible » 

On utilise le changement de variable de deux manières : 
1° Dans le sens indiqué dans la théorie, c'est-à-dire en remplaçant 
la variable x par une fonction déterminée d'une nouvelle variable. 
2® On l'utilise, et c'est le cas le plus fréquent, en sens inverse, 

c'est-à-dire qu'étant donnée une intégrale 1 /(x)dx, on cherche à 

mettre l'élément différentiel f(x)dx sous la forme ^{u)du^ u étant 
une fonction déterminée et continue de x telle que les deux éléments 
/{x) dx^ ^(u)du soient équivalents. 

Par exemple, soit à calculer / e^*xdx\ si l'on pose x^=u, l'élé- 
ment différentiel s'écrit — du^ de sorte que la recherche de la pre- 

mière intégrale se ramène à la recherche de / — du. 

/f (x) dx 
^ \, , — j f étant une 

fonction donnée. Remarquons d'abord qu'on ne doit considérer que 
des intervalles de variation dans lesquels y(j;) a un signe déterminé. 

En posant u =/(j:), l'élément différentiel devient — , et l'on estra- 
mené à l'intégrale / — = L|w|. L'intégrale cherchée est donc 

1^1/(^)1- 

95. Intégration par parties. — u el v étant deux fonctions 
continues de x^ on a la formule 

(ar)'= u'v -+- p'a, 
d'où, en prenant les fonctions primilives des deux membres. 



uv 



= / ar' dx -4- / vu' dx\ 



ou, en remplaçant r' dx par rfr, u^ dx par du^ 



uv 



= I u dv -+- I V du, 
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d'où 

I u dv = uv — I V du. 

On utilise cette formule de la façon suivante : étant donnée une 
intégrale, si Ton peut mettre Télément différentiel sou5 la forme u dv, 

u et r étant tels que Fintégrale / vdu soit connue, la formule fournit 

la fonction primitive cherchée. 

Prenons par exemple j ûshxdx. Posons* tt=L^ et dç=ixdx^ 

ce qui revient à prendre v = — • On a 

/*g*t I /* dcc x^ op^ 
udv = — Lx I x^ — = — Lx 7- • 
2 1 J X 2. 4 

D'une façon générale, on a, pourvu que m soit différent de — i, 

/• Ci ir'""^* \ ir"*"*"^ I r dx 

I x"'Lx dT= I Lx d{ ) = Lx / ar"»-^» — , 

,/ J \m -hi / m-hi m-hi J x 

/ .r '" L X dx = Lx — 



m -h I (m -hi)* 

Pour m = — I , on a 



/ 



. dx I ., 

Lx — = - (La;)'. 

X 2 



En ce qui concerne les intégrales définies, la formule d'intégration 
par parties est la suivante : 

[wr]i> désignant u{xx) ^'(^0 — u{xq) rf^o)- 

96. Intéf^raùon des fractions rationnelles, — Soit la fraction 

fi X \ 

'— — -, y et cp étant des polynômes à coefficients réels. Nous nous pro- 
posons de calculer / '\ dx. 

D'après la théorie des équations algébriques, o{x) peut être mis 
sous la forme 

<p(a7) = A(a7 — flr)a(a:— 6)P. . .[(j- — X)*H- fji«]Y. . ., 
A, ûT, 6, . . ., À, jji, . . . étant des nombres réels. On démontre, en par- 
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f 

tant de là, que ^ peut se mettre sous la forme 

P(^) H. y r_ij_ + A^^ _^_^ _A^1 

^ ' ^L(a: — a)« (37 — a)*-» x — a\ 

y^ l Mia7-4-N| Mtjr-f-N» Myj:-+-Ny ) 

P(a;) étant un polynôme, le premier ^ s'appliquant à toutes les 

racines réelles a, è, .*. . du polynôme cp(a:), le second à tous les 
couples de racines imaginaires conjuguées telles que X-f- jjl/, â — {jl£. 
Pour intégrer la fraction rationnelle donnée, il faut intégrer chacun 
des éléments du second membre. 

L'intégrale / P(^') dx est un polynôme que Ton sait former. L'in- 

tégrale de - — -- — ~> ou A(d7 — ûf)"«, est, dans le cas de a >• i , 

A(a: — a)-a-^-» 



dans le cas de a:= i, l'intégrale de est A.Lja: — a\, 

Ju ■■^~* Ce 

Restent à calculer les intégrales de la forme / 77 r— ; — '■ — zrzdjc. 

Faisons le changement de variable j: = X-f-jjL/, d'où dx =^ \kdt. 
L'élément difl'érentiel est remplacé par un élément de la forme 

al -\- b , 
:— dt. 

{i^r-)y 

On est conduit à étudier séparément 

tdt r dt 



/ tdt r dt 



)Y 



Dans la première intégrale, prenons comme variable u = l'^-\'ij 
d'où du^= 2tdl, On est ramené à calculer / —, que l'on vient 
d'étudier. Il reste finalement les intégrales de la forme 

OÙ Y est un entier positif. En premier lieu, si y = i, on a 

r dt 
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Si Y >► I , nous transformons Jy de la façon suivante : 



•"J irn^F J (i-Hr«)Y-i j (1 + ^» 



)Y 



Le premier terme du second membre est l'intégrale Jy_|. Trans- 
formons le second en écrivant, au numérateur, t.tdt\ considérons 

-. —~r comme une différentielle du. en prenant «=; -.^ . > 

a étant un certain coefficient numérique. En appliquant à la dernière 

intégrale, qui s'écrit / tdu^ la formule d'intégration par parties, on a 

j t du = tu — lu dt. 

I udt est, à un facteur numérique près, l'intégrale Jy^i. 
En résumé, on a une relation de la forme 

A' étant numérique, R étant une fonction rationnelle de t. C'est une 
formule de récurrence entre Jy et Jy_|. Comme on connaît J|, elle 

permet de calculer de proche en proche Ja, J3, .... 

/f(x) 
— — -dx est résolu et nous 

sommes conduits au résultat suivant : l'intégrale d'une fraction ration- 
nelle est la somme de fractions rationnelles en x^ de fonctions de la 

forme L\x — a\ et de fonctions de la forme arc tang • Ces résul- 
tais ne s'appliquent, bien entendu, que dans des intervalles ne ren- 
fermant pas de racines du dénominateur. 
Traitons quelques exemples : 



f: 



dx 



.r^— I 



Décomposons — en ses éléments simples, par exemple par la 

X 1 

méthode des coefficients indéterminés : 



on trouve 



I 


- 1 


= 




A 




-h 


B 

X -¥- l 


• 


x^- 


X 




I 


) 


X 


=: 


I 

— f 
'Â 






B 


=^ 


I 

> 
2 
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d'où 



2' 



X^ — I 'à{t — I) 'l{x-^l) 

/dx _ \ r dx I r dx 

X*—l~~'?.J X — i 1 J x-\-i 

/• x^ dx 



X — I 

X -h 1 



La fraction rationnelle — j a une partie entière qui est .r^. Quaul 

à a:* 4- 1 , dëconiposons-le en deux polynômes du second degré 

a:*-i-i = (a:*H- i)"— aa:»= (a:* — x^-^i){x^-h x^t, -h i), 



d'où 



x^-hi 



= x^-h 



Xx-{-B 



X'x 4- B' 

' r- — 

x*-t-x^'z-i-i x^ — xy^-hi 



A, B, A', B' étant des coefficients à déterminer. Multiplions les deux 
membres par ^^ + i et identifions. On a d'abord 

o = A -h A', 
o = B H- B', 

en prenant les termes extrêmes. 

Il reste, dans le premier membre zéro et dans le second, 

x*-h (A.X -hB){x^ — x^'i -hi — X* — a^v/â — i), 



c'est-à-dire que l'on a 



d'où 



a?* — ix^i(\x -h B) =i o, 



B = o, A = 



v^ 



On a, pour l'intégrale cherchée. 



^* "^~ ^ 3 'ly/Ô. J X^ -\- X s/ 1 ->r \ '1^1 J x^ — X^'l -^i 

/x dv 
'■ — — y écri 
X* -!(- X ^ 1 -\- \ 



V 



vons 



v^\' 



X'-hX\/1-^l= \ X -\- ^ 



7. 
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et posons 



'2 
X 



ana- 



2 

d'où résulte 

1/2 , v^ , 

07=— (« — I) et dx=—dt. 

L'élément différentiel devient 

\{t — \)dt 

On est ramené à calculer 

/t di r dt 

ce qui donne 

lL(/*-f- 1) — arc lang/ 

ou, en revenant à la variable x, 

■J'L[i -4- (ar/2 -f- 1)*] — arc lang (a;^ 4- 1). 

On ferait pour l'autre intégrale, / — > un calcul 

j x^ — xyo.-\-\ 

logue, en remplaçant \Ji par — y/2. On obtient ainsi finalement 

/x^ dx x^ II, 1 4- (a7v/2 H-i)' I t r \ 

-J-— = ^ H 7= - L ) -H- p arc tang(2r/-2 -h i) 

H p arc tang(i — xypi). 

2/2 

• 

97. L'intégration d'une fonction rationnelle de différentes puis- 
sances de x^ soient a:«, x"', x^'\ .. ., a, a', a", .. . étant rationnehy 
se ramène à la question précédente; réduisons les nombres a, a', a" au 

même dénominateur q. Toutes les puissances considérées sont puis- 

1 i 

sances entières de x^. En posant t = x^j d'où x = if, l'élément diffé- 
rentiel se transforme en un élément rationnel en t. 

Si l'on a une expression rationnelle par rapport à j: et par rapport 

à une expression de la forme \/ax -4- b ou i/ — -79 m étant un 

Ir C X "T" CL 

entier positif, on prend comme nouvelle variable t le radical. On a 

ax -h b 



ex 



= tnt 
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d'où l'on tire x en fonction rationnelle de t. L'élément différentiel 
donné se transforme en un élément rationnel en t, 

98. Considérons le cas où l'on a à intégrer une fonction ration- 
nelle de X et d'un radical carré portant sur un polynôme du second 

degré, \l k.x^ -f- B j: + C, (A^zéo). 11 ya deuii cas à examiner. 

1° A >► o. — On pose \j S.x^ + B j? 4- C = \J S.x + t. En élevant au 
carré, on voit que x s'exprime en fonction rationnelle de la nouvelle 

variable / ; il en est donc de même pour -t- • Le radical s'exprimant 

lui aussi en fonction rationnelle de /, l'élément différentiel donné 
se transforme en un autre élément rationnel en t, 

2® A <! o. — Remarquons qu'on doit alors se borner au cas où 
le trinôme A^*-|- Bj7 -h C a ses racines réelles, car, dans le cas 
contraire, il est constamment négatif. Soient a et 6 ces racines 
(«•<6); le radical est, à un facteur constant près, de la forme 

y/(:r — û) (6 — x). On doit supposer x compris entre a et 6. Posons 

\/{x — a) {b — X) = {x — a ) f, 
d'où 

b — X 



= l/— - 

\ X — a 



ou /* = 



X — a 



X est ainsi déterminé en fonction rationnelle de t ; donc le radical l'est 
aussi. L'élément difTérentiel donné se transforme par le changement 
de variable en un élément différentiel rationnel par rapport à /. 
Signalons les cas particuliers suivants. On sait que l'on a 



h 



dx 

= arcsinrr, 



J \/\~x^ 
la détermination de arc ûnx devant être précisée. On peut ramener à 

/dor X 

—==. en posant - = x' . Par ce chan- 
ta* — a?* ^ 

/dx' 
■ L'intégrale 
/i — x'^ 

cherchée est arc sin^', c'est-à-dire arc sin -• 

/dx 
' Posons 
/ar^-h h 

}/x^ -4- A = — X -\- i, 
d'où 

/ h , h . dt h-ht^ , 

X = y dx = — r dt -^ = — dt. 

1 -it -it^ a 2/* 
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Par le changement de variable, Télëment difFérentiel devient 





dt 


h t " 

•it 2 


t 



L'intégrale est L | ^ |. Revenons à la variable x. On a 

dx 



/; 



/a7*-f- h 



= L|ir^- /ic*H- h\. 



Les intégrales de la forme f /[^x, \/P(xj] dx^ où /est une fonction 

rationnelle et P(a?) un polynôme en x de degré supérieur à 2, s'ap- 
pellent intégrales elliptiques (*) si le degré de P est égal à 3 ou 
à 4j intégrales hyperetliptiquessi le degré surpasse 4« 

99. Différentielle binôme. — On appelle ainsi une différentielle 
de la forme x'"(ax" -{- b)P dx, m, n et p étant des nombres ra- 
tionnels. Pour étudier une telle différentielle, posons 

a 3"'= bt, 

d'où 

1 

/b Y d^ --> 

a étant un certain coefficient numérique; x'^ devient une certaine 
puissance de /, de sorte que la différentielle donnée prend la forme 
/*7(i -j- t)P dt, q et/? étant des nombres rationnels. L'intégration peut 
s'effectuer dans les trois cas suivants : l'un des nombres p, ^t P -^ <] 

est entier. En effet, supposons d'abord p entier. Soit q =. — On 



pose t^ = Il et l'on est ramené à l'intégration d'un polynôme. 
Si q est entier, la question se traite de la même façon. 

^ï p -\- q est entier, on écrit l'élément différentiel tP^^ ( — — j dt, 

1 

r . / 1 -f- t\ •* 

Soit p=z-9 r ei s étant entiers. En posant (—7—) = w, on est 

ramené à intégrer une fraction rationnelle. 

(*) Voir, pour les intégrales elliptiques^ chap. VII. 
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100. Fonctions transcendantes. — On a 

J J '^ 

Considérons maintenant l'intégrale / fle^'^) dx^f él^nX, une fonc- 
tion rationnelle. Prenons comme nouvelle variable t = e"*^. L'élément 
difTérentiel prend la forme ^-^ — - — On est ramené à l'intégration 

d'une fraction rationnelle en t. 

Fonctions tri^ono nié triques. — Rappelons les formules 

/ iiwxx dx =■ — cosa:, / cost é^ = sinor, 
tani'x dx = 1 dx = — / ^ = — LIcosxL 

° ,/ COSJ7 J COSJ? 

/, /" cosa? , rdi^inx) r i • ■ 

col X dx = I -. dx = I — : = L sin ar . 
J sinar J siiiar 

Si l'on a à intégrer une fonction rationnelle de sin.r et de cosj:, 
y(sinjc, cosj:), on ramène la question à une intégration de fraction 

rationnelle en exprimant sinj? et cos^* en fonction de tang - • Calcu- 

/dx jj» 

-: En posant tang - = /, on a 

it , , ^ dx 

sina7= -, tff=(n-^*) — • 

IH- r* 'À 

Nous sommes conduits aux calculs suivants : 



/ dx __ r \ -h <» idt _ r fÇ^ _ ï 
sinx ~^ J it i-r-t*~J t "^ 



tang^ 



Pour trouver / , on pose j7 = y -j- -; l'intégrale devient 

/dy - y - ! /a? 7c\| 
-H — = -- L tang - = L col ( ) . 

Soit maintenant une intégrale de la forme / sin'"j:cos/'wr </jc (m et 

p entiers positifs). On peut lui appliquer la méthode généraie; 
mais il est préférable de transformer sin"*j: et cos/'j? en coinbi- 
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naisons linéaires de sinx, cos^r, sinso?, cos2a:, ..., puis de trans- 
former un terme tel que sin/ro^sinAj: en somme ou en différence 
de sin et de cos. On est ainsi ramené à des expressions telles que 

/ sinqx dx et / cos qxdx^ qui sont connues. 

Considérons encore les deux intégrales 

A= / e**' cosbx dXf B= / e^^ sinbx dx. 

Intégrons chacune d'elles par parties en considérant e'^ dx comme 

différentielle de-e^^: 

a 



'"•* . ^ r . IL . 

— cosoiFH — I e«*sm oar oar, 
a aj 

e***^ b r 

B = sin bx / e^^^co^bx dx 

a aJ 



ou 

A a — B6 = c«'*^cos6a7, 

A6 -H Ba = c«* sin bx^ 

d'où, en résolvant ces deux équations linéaires en A et B, 

(a*-l- 6*) A = e'^^(aco^bx •+- b sin^or), 
(a'H- b^) B = e**( — bcosbx -h a sxnbx), 

101. Il est essentiel de remarquer que c'est par exception que l'in- 
tégrale d'une fonction élémentaire, même simple, peut s'exprimer 
par une combinaison de fonctions élémentaires. D'ailleurs, une fonc- 
tion définie par une intégrale peut souvent être étudiée avec autant 
de facilité qu'une combinaison de fonctions élémentaires; en parti- 
culier, le sens de la variation de cette fonction est indiqué par le 
signe de la fonction que l'on intègre. 



V. — Extensions de l'intégrale définie. 

102. La notion d'intégrale définie peut recevoir certaines exten- 
siens. En premier lieu, soit l'intégrale / f{x) dx. Il peut arriver que, 
le nombre b tendant vers -f-oo d'une manière quelconque, cette 
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intégrale tende vers une limite déterminée et finie. On désigne 
alors cette limite par / /(x) c/x, 

V'dx exemple, en supposant /? > i , o < x© <C -^^ j on a 



J x» ~ I — n \ r '-» ~ xj"* / 



Si X tend vers H-oo, le second membre tend vers - — 

Jr^'^ dx 
f 



71 — 1 X[i~ * 



De même, on désigne par / f{x)dx la limite, si elle existe, 

vers laquelle tend / f{x) dx quand a tend vers — oo. 

Enfin, si/(:r) est définie et continue pour toutes les valeurs de x, 
et si les conditions précédentes sont remplies pour -h oo et — oo, on 
pose par définition 

/ f{x)dx= f{x)dx-^ f(x)dx, 

r^ dr 
— y on voit qu'elle 



* I* 

.1 Q 



tend vers -|- oo avec x^ car l'intégrale indéfinie est L |a:|. On dit que 
n a pas de sens. 



X 



X 

a 



D'une façon générale, si l'on connaît la fonction primitive de la 

fonction sous le signe / , la question de savoir si l'intégrale avec 

limite supérieure ou inférieure infinie a un sens ou non revient à 
étudier si la fonction primitive a ou non une limite finie quand la 
variable tend vers ±00. Quand on ne connaît pas cette fonction pri- 
mitive, nous allons montrer qu'on peut, dans certains cas, étudier la 
question en comparant l'intégrale avec des intégrales connues. 

103. Soit cp une fonction />o.v//zW telle que / orf^ ait un sens; 
soit / une fonction telle que, pour a: > r/, on a |/| <C ?; je dis que 
l'intégrale / f{x) dx a une limite déterminée et finie quand b tend 
vers -f- 00 d'une manière quelconque. Distinguons deux cas : 
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1** /"est positif. On a, quel que soit b supérieur à a, 



b ^b 



car (n® 89, p. 77) ç — /=o entraîne / ('^ — f)dx^o. 
De sorte que l^on a la double inégalité 

f fdx = f ^ dx <i I ff dx. 

Quand b tend vers -h 00 par des valeurs croissantes èj, 62? •••» bn^ ..., 
la première intégrale croît et reste inférieure à un nombre fini. 
Donc elle tend vers une limite finie, qui est la borne supérieure des 

nombres / fdx^ quand b prend toutes les valeurs possibles supé- 
rieures à a, donc est indépendante de la suite choisie. 

2" /n'est pas nécessairement positif. Ecrivons /= (/+ |/|) — \f\ 
et rappelons que \f\ est fonction continue si f l'est. On a 

C fdx= ( (f^\f\)dx-- Ç \f\dx 
avec les deux inégalités 

Chacune des intégrales du second membre rentre dans le cas pré- 
cédent, donc tend vers une limite quand b tend vers H- c». Par suite, 
le premier membre tend aussi vers une limite. 

CoiTime application de ce résultat, étant donnée une fonction y, si 

l'on peut la mettre sous la forme -~ avec les conditions /i > i , | ^J» | <! A, 
A étant un certain nombre positif, on peut affirmer que / f dx a 

A /•-^•• ^ 

un sens, car on a |/| < — , et J — d.i 

exemple, / 

Si l'on peut mettre la fonction donnée / sous la forme -, | A | res- 
tant supérieur, à partir d'une certaine valeur de .r, à un nombre a po- 

sitif, / fdx croît indéfiniment en module avec b. En effet, ^ garde, 



X a un sens. 



Par exemple, / — -r-dx a un sens. 
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à partir d'un certain moment, un signe constant, par exemple le 
signe -h, d'où />• - et, par suite, 



f>'>'0-- 



et, comme la seconde intégrale croît indéfiniment avec 6, il en est dt* 
même de la première. 

lOi. Prenons comme exemple une intégrale de fraction ration- 

r p dx . . p 

iielle, / —^ • Si p est le degré de P, q celui de Q, la fonction ^ est, 

comme l'on sait, comparable à xP~^^ en entendant par là que le rap- 

P 
|)ort de 5^ à xP~*i tend vers un nombre fini et difl'érent de o quand x 

.. P II 

croît indéfiniment. Si gr^/? -|- j, -^^ est comparable à — ou — (n^ 2). 

/p dx 
ç. 9 prise avec la limite supérieure infinie, a un 

sens. Dans le cas contraire, la condition de divergence s'applique. 

X-+-» p 
TT dx ait un 

sens est donc que le degré du dénominateur dépasse de deux 
unités au moins celui du numérateur. 

, Soient p le 

P 

degré de P, /* celui de R. Quand x croît indéfiniment, -j=: est de 



r 



l'ordre de x *. 11 faut, pour que l'intégrale ait un sens, que l'on ail 

- — /? >• I, ou r^2/? -h 3. 

Toutes ces conclusions s'appliquent encore si la limite inférieure 
de l'intégrale est — 00. 

105. Etudions maintenant une autre extension de l'intégrale dé- 

finie / f{x) dx relative au cas où f tend vers une valeur infinie, 

quand la variable tend vers une certaine valeur finie. Nous supposons 

par exemple que, f{x) étant continue dans l'intervalle (a + e, é), 

quel que soit e positif, f{x) tende vers l'infini quand e tend vers o. 

11 peut arriver, dans ces conditions, que la valeur de l'intégrale 
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j f{x)dx ait une limite déterminée et finie. Si cela a lieu, on 

convient de désigner cette limite par / f{x)dx. 
On a, par exemple, en supposant o •< [a <! ' ? 

Quand e tend vers zéro, cette expression a une limite déterminée 
et finie. D'après la convention faite, on pose 



/ 



^ dr _ (^» — g)i-li 
{x — a)^ I — [1 



Si Ton a [JL >• 1 , l'intégrale n'a pas de limite finie quand s tend vers 
zéro, car z^~^ croît indéfiniment. 

106. Etant données, d'une part, une fonction «p, positive et telle 

que l'intégrale / <p dx ait une limite déterminée et finie quand e 

tend vers zéro, d'autre part, une fonction f^ inférieure en valeur 

absolue à o dans l'intervalle considéré, l'intégrale / j dx a aussi 

une limite quand e tend vers zéro. 

En effet, supposons d'abord y^o, nous avons 



Jf. f dx <C. I ^dx<^ j (sdx. 
/f -4- E *^(t ■+■ e *- n 



La première intégrale ne peut que croître quand e décroît; comme 
elle reste inférieure à un nombre fini, elle tend vers une limite déter- 
minée quand e prend une suite de valeurs tendant vers zéro, limite 

qui est la borne supérieure de l'ensemble des nombres / fdx^ 

donc ne dépend pas de la suite de valeurs choisies pour e. 
Si / n'est pas nécessairement positif, on écrit 

^ f{x)dx=^ f [f(^x)-^\f{x)\]dx- f \f(x)\dx. 

Chacune des intégrales du second membre a une limite quand t 
tend vers zéro. Donc le premier membre a aussi une limite. 
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Comme conséquence, on voit que, si l'on peut mettre une fonction 
f{x) SOUS la forme 

avec les conditions [Ji<i? l'K^)! <A, A étant un certain nombre 
positif, rintégrale / f{x) dx a un sens. 

Soit a une 

yj)\{x) 

racine simple du polynôme R(j7) qui ne soit pas racine du polynôme 

^V{x)dx 

=- a un sens. 



/vix 



ix) 
Dans un certain intervalle contenant a, on peut poser 



v/K sJx — a 

i( étant borné en module dans cet intervalle. Le nombre [jl, con^idéré 
plus haut, est ici égal à ^; donc l'intégrale prise entre les limites a 
et 6 a un sens. 

r^ dx 

Par exemple, l'intégrale / -p= a un sens ; d'ailleurs, la fonction 

primitive étant arc sinx, l'intégrale a pour valeur-- 

Soit une intégrale de fraction rationnelle, l j:dx\ soit a une 

racine simple de Q, non racine de P; tt est, au voisinage de a, de 

l'ordre de On peut mettre ^v sous la forme — - — > A restant 

X — a ^ Q X — a* 

supérieur en module à un nombre positif a. On en conclut que l'inté- 
rr- dx croît indéfiniment quand x tend vers a. 



VI. — Fonctions représentées par des intégrales définies. 

107. Supposons que Ton ait une fonction /(jc, a, p, . . .), continue 
par rapport à l'ensemble des n -\- i variables x, a, ^, .... Posons 

a et b pouvant être fonctions de a, ^, .... 



VI. — FONCTIONS REPRÉSENTÉES PAR DES INTÉGRALES DÉFINIES. 97 

Nous dirons que a, jâ, . . . sont des paramètres pour Tintégrale. 

Faisons les hypothèses suivantes. Dans un certain domaine 
borné D de l'espace à /i -j- i dimensions relatif aux variables x^ a, 
p, . . , : 

I " y est continue par rapport à l'ensemble des variables :c, a, p, .... 

2** a, h sont fonctions continues de a, fj, .... 

Dans ces conditions, je dis que F est fonction continue de a, ^, . . .. 
Attribuons d'abord aux paramètres un système de valeurs a, p, ...; 
puis donnons-leur des accroissements A a, A^, .... Soient A^, A6 les 
accroissements correspondants de a et 6, AF celui de F. On a 

F(a-hAa, P-h^p, ...)= / f(x, a-hAa, P-hA^, ,,,)dx 

•^ a -t- A // 

OU encore 

F(a-|- Aa, ...)= / /(ar, a H- Aa, . . .) c?^ -r / /(a:, a -H Aa, . . .) û^a? 



a *- b 



S. 



/(j7, a -f- Aa, . . ,)dx. 



Retranchons des deux membres de cette égalité ceux de (i). On a 

AF= f [/(x, a^-Aa, ...)— /(ar, a, p, ..,)\dx 

-f- / f(x, oi-h loL, ,..)cLv — 1 /(iP, a -h Aa, ...)rfa7. 

Etant donné s positif, on peut trouver un nombre positif 7| tel que les 
conditions | Aa | <C >i, | Ap | << 7|, . ^ . entraînent pour tous les points 
du domaine borné D 

|/(ar, a + Aa, p-+-Ap, ...)_/(.r, a, p, ...)l<e. 

La valeur absolue de la première intégrale du second membre de (2) 
est, dans ces conditions, inférieure à t\b — a\\ par suite, elle peut 
être rendue aussi petite que l'on veut. 

Quant à la seconde intégrale, elle est inférieure en valeur absolue 
à |A6|.1V1, M étant la borne supérieure du module de y dans le 
domaine D; donc elle tend vers zéro avec A 6. De même, la troisième 
tend vers zéro avec A a. 

Donc, AF tend vers zéro avec Aa, A^S, ...; F est fonction continue 

par rapport à V ensemble des paramètres a, p, 

B. 7 
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108. Je dis maintenant que, si f{x^ a, p, . . .), r/, b ont, par rap- 
port à a, des dérivées, et si f^ est continue par rapport à l'ensemble 
des variables x^ a, F a une dérivée par rapport à a. 

Reprenons la formule (2) en faisant varier un seul des paramètres, 
a par exemple. La formule s'écrit 

-H 1 /(rr, « H- Aa)é/r — / f(x. 1 -\- ^a) dx. 

Dans la première intégrale, on a 

f{x, a-+-A7)-/(T, «)= Aa/;(j-, oi-heAa}, (o<e<i). 

Par suite de la continuité de la dérivée partielle Z^, à tout nombre 
positif e correspond un nombre positif t\ tel que la condition 
I Àa| <; 7, entraîne, pour tous les points du domaine O, 

|/;(:r, a-^eAa)-/,(^, a) |< e, 

de sorte que Ton peut poser 

/;(ar, 3t-f-eAa) = /;(jr, a)-+-ç(:r, a) (I^KO. 

Le rapport de la première intégrale du second membre de (3) à A a 
est 

b ^b 



I f'^ir^ %)dx->r l f(x,a)dx. 



Or, le second terme de cette somme tend vers zéro en même temps 
que Aa, car il est inférieur en module à e(b — o). 

En résumé, le rapport à A a de la première intégrale du second 
membre de (3) tend, quand A a tend \ers o, vers 



OL)dx. 



•Al 



Prenons maintenant la seconde intégrale. Nous l'écrivons (n" 89) 

A6./(6-+-eA6, a-h Aa) (o< < 1). 

Son rapport à A a, quand Aa tend \ers zéro, tend vers 6«y*(fc, a). 
De même, le rapport de lii troisième à Aa tend vers a'g^/(a, a). 
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Il résulte de là que F a une dérivée par rapport à a, savoir : 

C*est la formule de dérivation sous le signe / . 

Si les limites a, b sont indépendantes du paramètre, les deux der- 
niers termes disparaissent et Ton a la règle suivante : Pour dériver 
l'intégrale par rapport au paramètre, on remplace y sous le 

signe I , la fonction à intégrer par sa dérivée par rapport au 

paramètre. 

VII. — Fonctions implicites. 
109. Considérons une équation 

dont le premier membre F est une fonction continue par rapport à 
l'ensemble des (aï -|- i) variables j7, .. ., j^, // et a des dérivées par- 
tielles également continues par rapport à l'ensemble des variables. 
On sait, par des exemples simples, que, dans certains cas, on peut 
résoudre l'équation (i) par rapport à i/, c'est-à-dire trouver pour u 
une fonction des variables x^ "'t v qui vérifie l'équation (i). Nous 
nous proposons d'établir, sous certaines conditions à fixer ultérieu- 
rement, un théorème général d'existence d'une telle fonction. 
Supposons qu'il y ait un point (xq, . . ., )'o, Uq) tel que l'on ait 

avec 

{'3) FU^o. .--iro» "o) ^o. 

Choisissons un nombre positif B tel que B <; | F„ {. A cause de 
la continuité de F^ par rapport aux variables x, ..., j', e/, on peut 
trouver un champ C, 

tel que dans ce champ C, si F^^ est positif, auquel cas B <; F,', , on ait 
F^> B; si F„^ est négatif, auquel cas — B> F',^, on ait F'„<— B. 
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Ainsi, dans C, on a, dans tous les cas, 

|f;,|>b. 

De plus, P^ a, dans ce champ, le signe de F'„^. 

Les dérivées F^, ..., F^ sont bornées dans C; soit A un nombre 
positif supérieur à la valeur absolue de chacune d'elles. 

Cela posé, prenons un point (jr, . . . , y , a) de C ; soit x = Xo-\- Ax, . . . , 
r =^0-1- Ar, tt = Wo+ A//. 

Evaluons F(j:, . . ., y, w), qui peut s'écrire 

En appliquant à cette expression la formule des accroissements 
finis pour plusieurs variables, on a 

, F(x, ..., j^, u) = F'j.(tq-^^1x, ...,yo-h^ày, Uo-^Blu)^x 
/^\ ; "*" '••• • 

avec o •< 6 •< I . 

Le point {xo-\-hlx^ . . ., y« 4- 9Aj', Wo4-0Aa) appartenant au 
champ C, les n premiers termes sont respectivement inférieurs en 
module à A|Aj:|, ..., AjAyj, et le dernier terme est supérieur en 
module à B|Ar/{. Je dis qu'il est possible de choisir A.r, ..., A^, lu 
de façon que ce dernier terme donne son signe au second membre. 
En effet, prenons un nombre positif k tel qu'on ait à la fois 

Aga, /iA/i<Ba. 

Donnons aux n accroissements Ajr, .. ., A)' des valeurs moindres 
en module que A et à Au l'une des deux valeurs ±: a. Dans le second 
membre de la formule (3) (qui est applicable puisque Aj7, ..., A>% 
Ac/ sont moindres en module que a), la somme des n premiers 
termes est plus petite en module que /^ A/i, tandis que le (n -f- i)"°»' 
est supérieur en module à Ba et, par suite, à la somme des n pre- 
miers. Donc ce (/< -h i)***"'* terme donne son signe au second membre. 
Or F^, dans le champ considéré, a un signe constant. Donc, quand 
on donne successivement k lu les valeurs -h a et — a, Ax, . . ., Av 
étant arbitraires et moindres en module que A, on obtient, pour 
F (a:, ...,y, m), deux valeurs de signes contraires. 

D'après cela, si, dans la fonction F(jt*, .... J^> ")» ^^ f*^^ varier tt 
de Uq — a à Uq-^ol^ les autres variables étant fixées, la dérivée F^, 
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garde un signe constant, la fonction varie donc toujours dans le 
même sens; or, elle prend des valeurs de signes contraires pour les 
valeurs extrêmes de u. Donc elle s'annule une fois, et une seule, 
dans rintervalle. 

Il y a donc pour u une valeur bien déterminée, comprise entre Uo — a 
et Uo •+• a, telle que Ton a 

F(^, ...,^, u) = o. 

En particulier, si l'on tait x = .x^^ • • •? JK =,^'0^ la valeur u corres- 
pondante, qui est unique, est nécessairement égale à Uq, en vertu 
de la condition (2). 

Nous voyons ainsi qu'à un système de valeurs de x, ...,^, véri- 
fiant les conditions 

correspond pour u une valeur unique satisfaisant à la condition 

\ u — Uo\ > a 

et vérifiant l'équation (1). Cette variable w, qui dépend des premières 
variables x^ -- "> y^ est dite une fonction implicite de x^ . . . , j^, 
définie par inéquation (i). Elle se réduit à //© quand a*, ..., j>^ se 
réduisent à Xq, . . ., \\. 

Montrons que c'est une fonction continue et pourvue de dérivées 
par rapport à chacune des variables .r, . . . , j^. 

Soit C le champ des n variables : 

Soient, dans ce champ, deux points (j:, ...,.r), {x-\-^x^ ..., j^-h-Aj); 
soient ;/ et w -h Aw les valeurs correspondantes de la fonction u qui 
vient d'être définie ; on a 

F(t, . . . , ^', w) = o, F (a? -h Ax, . . . , ^ -H A^, M -h Am) = o. 

Appliquons à la différence des premiers membres la formule des 
accroissements finis. Il vient 

o = Fi- (a? -H 6 Ar, . . . , ^ -h Ak, w -h Aa ) Aa? 
-f- ¥'y{x -H e Aa?, . . . , ^ -+- 6 A^, w -i- e Am) A^ 
-h F;, (.r -h 6 Aj-, . . . , j^ -h e Ar, m -h fi A// ) Aa ; 



d'où 



. FiriT-hOAar ... ) ^ FUa^H-ftAx ... ) ^ 

^" = F^(...) ^—- K(...) ^- 
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Celte formule montre que, si Ar, . . . , Ay tendent vers zéro, il en 
est de même de A//. Donc u est fonction continue de l'ensemble des 
variables a:, . . . , y. En outre, si les accroissements Ax, . . . , A^ sont 

tous nuls sauf un, Ax par exemple, le rapport — ^> à cause de la con- 
tinuité des dérivées F,, et F„, a pour limite, quand Ix tend vers zéro, 

Donc u a une dérivée par rapport à x^ donnée par la formule 

* u 

Pour les autres variables on a des formules analogues. 

Remarquons qu'une fois démontrée l'existence de ces dérivées 
partielles, on peut les obtenir en dérivant l'équation (i). 

Les variables indépendantes étant :r, . . . , y, et u étant fonction 
de :ï:, . . . ,y, la dérivée de F par rapport à x par exemple est 

et comme F, lorsqu'on y considère u comme fonction de or, . . . , j/-, 

est nulle quelles que soient ces variables x, ...,j/', sa dérivée par 

, F' 

rapport à x est aussi nulle ; d'où Wj. = — pf • 

On peut aussi différentier le premier membre de l'équation (i), les 
variables indépendantes étant toujours x^ , . , ^ y. En écrivant que cette 
différentielle est nulle, on a 

¥'j,dx^ -H- F; dy -f- V'a du — o, 

d'où 

p/ p'. 

du= — ^,dx — ,.,- ^dy. 



Il résulte de là (n " 80) 



F' 
«i. = — — , 



Dans le cas où F;^^ est nul, des exemples fournis par l'algèbre 
montrent qu'il peut y avoir plusieurs fonctions des variables x, . . . , j^, 
se réduisant à u^ pour j^oi • • • O^o* 

110. Prenons maintenant deux équations mises sous la forme 

(i) V{x, ..., y, w, t») =0, 

(2) ^{x, ..., y, W,P)=: o 
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et proposons-nous de tirer de ces équations deux des variables, par 
exemple i/, i^, en fonction des autres. 

D'après ce qui précède, si l'on a un point (^09 •••ij'o? ^O) ^0) 

tel que 

FCaro, ... J^o, Wo, i'o) = o» 

<^F 

on peut résoudre la première équation par rapport à u et déterminer 
une certaine fonction u = <f{x^ ...,j^, t^) vérifiant identiquement 
l'équation (1). 

Etudions l'expression obtenue en remplaçant, dans ^, u par cp. 

C'est une fonction de a?, . . . , y, v. Posons 

Cherchons à résoudre l'équation F| = o par rapport à v. Pour 

►F, 

<^F, 
Ov 

la résolution peut s'elFectuer; or, on a 

àv ^ du àv Ov 

La fonction f est telle que l'expression F" (or, ...jj^, ç, (^) est 
identiquement nulle quand jt, . • • , y, i' sont variables indépendantes ; 
on a donc, en dérivant F par rapport à v, 



cela, il y a lieu de considérer --* • Si l'on a pour le point considéré 



d'où 





àF dçp àF _ 
au àv àv " ^ 






àF 




ào 
àv "" 


àv 

àF ' 
au 




OF 


àFtH» àF d4> 


c/F, 


à4> Ov 
*" du OF ~^ 


à*P Ou àv Ov Ou 


àv 


àv ~ àF 




au 


au 



Sous cette forme, le numérateur est le développement du dé ter- 



* * 
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âF dF 










du dç 










à^ (>* 










du au 



La résolution est donc possible si ce déterminant est difl'érent de 
zéro. Nous allons étendre ce résultat. 

m. Déterminant fonctionnel. — Soient /i fonctionsyi,/^, . . . ,/"„ 
des n variables j^i Xa, . .., x„. On appelle déterminant fonctionnel 
des f par rapport aux x le déterminant 



àfi df 
dxx dx^ 

dx\ dXi 



dXn 



àf„ 
dx\ 



ÈÙL 
dx„ 



P(/».A^ •»«,//»). 



On le désierne par la notation yut^ • "ijnj ^^ Tappelle encore 
jacobien. 

112. Supposons qu'on ait n équations dont les premiers membres 
soient fonctions de /i -}-/> variables 



(I) 



Fi{xx, ..., .r,„^'i, . . .,_x«) = O7 



r w ( «^I* • • • » ^Ai y\^ • • • ? .Yn ) — O' 



On suppose que ces fonctions sont continues par rapport à l'en- 
semble des variables, au moins dans un certain domaine D, et ont des 
dérivées partielles toutes continues. 

Supposons qu'en un point ($1, . . . , Ç/>, v)», . . . , v)/») intérieur au 
domaine D, le déterminant fonctionnel des F par rapport aux y ait 
une valeur différente de zéro. Soit donc 






Dans ces conditions, je dis qu'on peut trouver pour ^, , y 2^ . . . , r^ 
des fonctions continues des autres variables Xf, X2, , . .j Xp qui seront 
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définies dans un certain champ contenant le pointai, Ç^, ..., ^p^ qui se 
réduiront à tii, ..., Tr\„ quand :ri, . . . , J7^ se réduiront à Ç|, . . . , Ç;> et qui 
auront par rapport aux x des dérivées partielles continues. 

Ce théorème a été démontré dans le cas de /i=i (n** 109). Pour 
faire voir qu'il est général, nous l'admettrons pour i,2,...,/2 — i équa- 
tions et nous allons le démontrer pour n. 

Le déterminant fonctionnel des F par rapport aux y étant par hy- 
pothèse différent de zéro pour le point ($,, ..., ^p, Tj,, ..., tj,,), Tun 
au moins des mineurs d'ordre n — i de ce déterminant est différent 
de zéro pour le même point. En changeant au besoin les notations, 
on peut faire en sorte que l'on ait 

rD(F,F,....,P„.,,-| ^^ 

Considérons alors les {n — i) premières équations (i). D'après le 
théorème admis pour le cas de (/i — i) équations, on peut résoudre 
ces équations par rapport aux {n — i) variables y^^ y^', . .., J^/j_i. 
On détermine ainsi, pour j^i, j'a, . . ., )'n_i, des fonctions des (/> -4- i) 
variables .ri, X'>s ..., Xp^ y,t^ définies au voisinage du point 
(Sm S-ij .• .j $/»9 '^i//)î c'est-à-dire dans un certain champ auquel ce 
point est intérieur; elles sont continues, ont des dérivées et se 
réduisent à y)i, 7)2? •••? "^//-i? quand o:,, x^^ .... Xp^ yn se réduisent 
a ^1, ^2. ..., \p^ T,„. Désignons par cp,, cp^, ..., ©„_| ces fonctions. 

Remplaçons dans F„,j^,, ja, ...,J/n par <p<, (fa, ..., Ç/i-m et soit 

Cherchons à résoudre l'équation 4>=o par rapport à y^. Pour 
cela, nous devons rechercher si - — est différent de zéro. On a 

, , à<^ àFn <^<pi ^ àFn à^n-i àF,, 

àyn àj'i dyn àyn-\ àyn àyn 

Pour avoir les dérivées j-^- qui figurent dans cette relation, déri- 

àyn 

vons chacune des (/? — i) premières équations (i) par rapport à j^„, 
les variables indépendantes étant Xi, ^2, . . ., Xp^ yn. On a 



(3) 



^F, ^91 , , ^Ft d(p„_t ^ àF, 
ày\ àyn '" àyn-x àyn dyn 


= 0. 


àyi àyn "' àyn-x àyn àyn 


= 



io6 
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Adjoignons aux (/i — i) équations (3) la relation (2), mise sous la 
forme 

Z — "Z •"•.•" 



àyn-\ àyn àyn àyn 



d9 



Pour éliminer les -r-^ entre les n équations obtenues, considérons ces 

àyn 

équations comme formant un système de n équations linéaires et 
homogènes par rapport aux quantités non toutes nulles 



àyn' 



à^n-\ 

àyn 



1 . 



Le déterminant des coefficients de ces quantités doit être nul, donc 



à¥s 



à?, c)F, 



ày\ 


ày» \ 


àyn 


dF„_, 


dF,_, 


à¥n-i 


d.-, 


àyn-i 


àyn 


riF, 


ô¥„ 


ôFn à^ 



ày\ 



àyn-'X àyn àyn 



= 0. 



Diaprés un calcul classique sur les déterminants, on en déduit 
DrF,,F , F„) d^ D(F,.F,. ..., F;,_t) 



^(y\,yt^"-yYn) àyn DCjKi.^î, •.•i.r«-i) 



= 0, 



et, comme les deux déterminants fonctionnels sont différents de zéro 
pour le point (Çi, $21 •••? 5/>7 i^iu •••> ^w)i cette relation définit ;r — 

"yn 

et montre que sa valeur est finie et diflereute de zéro au point con- 
sidéré. 

Kn résumé, l'équation 

<I>(x,, a7,, ..., x,„ yn) — o 

est résoluble par rapporta y^,, au voisinage du point Çi, i^i •••? Ç/»? ""iw» 
c'est-à-dire qu'il existe pourj^,, une fonction ïI„(j:«, ..., Xp) satis- 
faisant à cette équation, définie au voisinage du point ii, ^2; • ••? \pt 
continue, pourvue de dérivées par rapport à j?,, . . ., j;^ et se rédui- 
sant à 7)„ quand x,, .^2, . , ,^ Xp prennent les valeurs Çi, $2? • • •- \p' 
Remplaçons y/i par cette fonction dans 0|, ©2? •••? ?«-i- Posons 

y\ = ^\ (^1» ^u ' ..1 ^n, '!'«) = ^\{^\% a7j, . . ., Xp)y 

••••••••■•••••• • ................ «•••T 

yn-\^ ç„_,(a7|, a?j, ..., Xfj, ^n) = ^'«-iC^li ^Tî, ..., Xp), 
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V| , . . '^Vn-i deviennent ainsi des fonctions de X| , . . ., .ryt, et, quand 
X|, ..., .Vp prennent les valeurs ^i, .... Ç^, *^n prend la valeur 7^,,, 
y^ prend la valeur tii, y^ la valeur Yja, etc. 

Donc les fonctions ^i, ^2, . . ., 'iw-i, ^n de x^^ X2^ . . ., Xp prennent 
les valeurs Tji, t^^, ..., 7j„ quand a?,, j?2> •• •? "2?/> prennent les valeurs 
(m Sa) •-• ^/y- J^^ plus, ce sont des fonctions continues et ayant des 
dérivées. Enfin, elles vérifient les n équations (1). En effet, d'abord 
les (/i — i) premières équations étant vérifiées quand on y remplace 
l'i, . . ., y,i^i par »j, . . ., »«_i, le sont encore quand y„ est une cer- 
taine fonction au lieu d'être variable indépendante. Quant à la der- 
nière, elle est équivalente à 4> = o, qui est vérifiée par y;, = ^„. 

L'existence des dérivées de ces fonctions yi^y-it • • "iVn ayant été 
démontrée, pour les calculer, on dérive les équations (1) successive- 
ment par rapport à chacune des p variables indépendantes x^^ x.^^ ..., 
Xp. On a, par exemple, 





Oy„ dr, 


dTi dyt àxt 


•••• ï 

^ àVn àyn _ ^ 
dyn Oxx 



Nous formons ainsi n. équations linéaires par rapport à —■> ^9 '-m 

OX I OX \ 

dy 

-^« En les résolvant, ce qui est possible, on aura l'expression de ces 

dérivées partielles. De même pour les autres variables, x^^ ..., Xp. 
On peut aussi, au lieu de dériver, différentier les équations (i), ce 
qui donne 





iixi, ày^ 








..-h - — dyn = 0. 

Oyn 



Puis, on résout ces n équations par rapport à dy^^ ^y-i'» •• •» dyn- 
Connaissant ^(^1, par exemple, en fonction de dx^^ ..., dxp^ on sait 

(n- 85) en déduire p,p,...,'p.. 
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H3. Inversion. — Considérons p fonctions de n variables {p^ /i), 

L y\ ^ J \ \3C\% ^ii • • • » ^ pt ^/*-4-li • • • 1 ^n )» 
(!) 

I y P ^^^y p(-^i' ^si • ■ • » ^/»i ^p-t-!i • • • 1 ^/i )• 

On se propose de résoudre ces équations par rapport à p des va- 
riables Xy c'est-à-dire d'exprimer ces /> variables en fonction des^' 
et des autres variables x. C'est ce qu'on appelle faire V inversion 
du système de Jonctions f%ff2f • • -^ fp p^f* rapport à p des va- 
riables. 

Tout revient à résoudre le système d'équations 

i^(ari ^n, y\, '"-.yp) =/i — ^^1 = 0, 

• ••••••«••*>•••«•«•■.•.■••.• •.*.••, 

'^ pi'^ii • • • » ^/i« y 11 • • • î yp) ^^jp — yp ^^ ^< 

par rapport à x^j x^f • . *, Xp. 

ô 

dx i ôx, 



Remarquons que l'on a -r-^ = ^. d'où 



■■■ Il ■ ^^— ^ ^^^ ■ — ■ ■ ■ Il m 

D(irt, Xi^ ,. .^ Xp) DiXi^Xf, . . .^Xp) 

Si ce dernier déterminant est différent de zéro en un certain point, 
la résolution pourra s'effectuer au voisinage de ce point. 

Ainsi, étant donné le système de fonctions (i), si le déterminant 

fonctionnel /t>/^^ • • -y/p) ^^^ différent de zéro pour un certain 

D(Xi. Xi, .. ., Xp) ^ 

point i<, $2, ' ^ ") ^p iSp+iî • • "t Sn? on peut, au voisinage de ce point. 

faire l'inversion du système donné, c'est-à-dire trouver pour jTi, 

X'2f . . .^ Xp des fonctions continues des autres variables ^p+i, . . ., x„ 

et dejKi, --'^yp^ vérifiant les équations (i), se réduisant à Ç|, $i, ..., 

<ip lorsque Xp^ij ..., x»-, y si ..., Vp prennent respectivement les 

valeurs suivantes : 

Çp-t-ti • • • < Ç«î yi ( si» • ■ • > sn)-i • • • ï J p\\\i ... % Çii )• 
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114. Considérons, pour fixer les idées, la fonction de quatre va- 
riables u =1 f(^x^ y^ 3, ^), et soit v = «p(w) une autre fonction; r peut 
être considéré comme une fonction de x, y^ 2, t. Calculons les déri- 



VIII. — FONCTIONS DÉPENDANTES ET INDÉPENDANTES. 109 

vées de v par rapport à x, y^ z, t. On a 



dv , du 




dK> , du 


dx ^ dx 


• • • » 


dt ^^ "di 



Cela posé, considérons le tableau des dérivées Ae u el v par rap- 
port aux variables ^,.y, -s, / : 



du 
dx 


du 


du 

dz 


du 
dt 


dv 
dx 


dv 

ày 


dv 
dz 


dv 
dt 



On reconnaît que tout déterminant d'ordre 2 issu de ce tableau 
est nul comme ayant deux lignes composées d'éléments propor- 
tionnels. 

Plus généralement, soient p fonctions ^i, ^2? "") Xp des variables 
X4, X'2, ..., Xf,, avec la condition pS,n — 1, et soit une fonction 
z = ©(j^i, ^'2, . . "i yp)' Formons le tableau des dérivées par rapport 
aux X des fonctions y^^ . . . , yp^ z 

àyi àyi ^ dyj,^ ^ .^ _^. , <^y àyp 

dxx dxi dxi dyx dx^ ' ' ' dy^, dxi 

••• î 

àj'i àyi Ovp do dyi d<f ùy^ 

dk' 5ï;' •••' TxV w:à^n^--^Wp"à^n 

Tout déterminant d'ordre (yo-h i) issu de ce tableau est nul, car 
les éléments de la dernière colonne sont constitués par une même 
combinaison linéaire de ceux des p premières. 

1 lo. Etant données des fonctionsj^i, ^2, . . ., Vp de n variables Xj, 
X2, ..., ^//, on dit que ces fonctions sont indépendantes si aucune 
d'elles n'est égale à une fonction des autres ou de certaines des autres. 

I. Si y^^ y^^ *..^ yp sont fonctions de Xs^ X2'i . . .^ x„ (n^p)^ et 
si, dans le tableau des déris^ées des y par rapport aux x, les déter- 
minants d^ ordre p ne sont pas tous nuls, y\^ y-if "^typ sont fonc- 
tions indépendantes. 

En effet, si cela n'était pas, l'une des fonctions ^i,j^2? •••?^^ serait 
fonction des autres. D'après ce qui précède (n** H4), les détermi- 
nants d'ordre />, issus du tableau des dérivées, seraient tous nuls. 

II. Siytjy2', " 'j yp sont fonctions de x,, x^^ .. ,^ x^ {n =/>), et 
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si, dans le tableau ries dérivées, les déterminants d'ordre p sont 
nuls, l'un au moins des déterminants d'ordre (/? — i) étant diffé- 
rent de zéro, l'une des fonctions y se réduit à une fonction des 
autres. 

En ellel, en rhani^eanl au besoin les notations, nous pouvons sup- 
poser que, clans le tableau des dérivées, le déterminant des fonctions 
^1,^2, ..., r/i_< par rapport aux variables jr,, J?2, ..., .r^_i est difle- 
rent de zéro. Il en résulte, d'après le cas I, que les {p — i) fonc- 
tions ^i, Va, ...,,i'p_i sont indépendantes. 

Prenons un point $i, Sa, . . ., $;?_i, Ç/^, . .., \u pour lequel le déter- 
minant en question est difl'érent de zéro. Dans un certain champ 
avoisinant ce point, nous pouvons effectuer l'inversion des fonc- 
tions ^'i = /i, j^'2=. /a ? • ••î Xp -\^= fp s p2»r rapport aux variable^ 
^1, x^^ ..., ^p-\ (n" 113). On obtient ainsi, en désignant par W|, 
«27 •••» f^N-p+t les {n — p -h i) variables Xp, ..., x„^ des équations 
de la forme 

.•• ...••••..•.•...•.•.•.•••....•......, 

^p-\=^ ^p-i(jy\i yty '-"lyp-xt '^i* • • • > "rt-/»-»-i )• 

La fonction yp=z fp^ où Ton remplace X|, ..., Xp_\^ par 0|, ..., 
©y,_i, devient une certaine fonction de^i,j^2î ••m^>-o «i? •••' 
W/i_/,+i, soit 

Je dis que yp est indépendant des variables u. Pour le voir, 
dérivons (i) par rapport à Ut : 

0^ df,, ô'z.^ â/f, dxDf,^ , dfp 

ÔU\ dx\ dUi '' àxp-i diii dux 

Nous avons, d'autre part, les y et les u étant variables indépen- 
dantes, en dérivant par rapport à //,, les deux membres de la relation 

(a) o--= ^/' ^?' I ... I ^f' ^T/^-' -^.^ 

dj^i dMj * ' * àxp-i Oiii ôux 

•et (/> — 2) équations analogues, en remplaçant ^ par/2» • • m //>-!• 
Aux (/? — i) équations (2) joignons la relation qui donne ~7 
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en l'écrivant 



^^àff, d^ _^ _^ àff, âyp-i 

dX\ ÔUx ' ' ' OXn-x àui 



\àui àux) 



Entre ces p équations, nous allons éliminer t^, • • •, y ""' » Il suffit 
pour cela de les considérer comme formant un système de /> équa- 
tions linéaires et homogènes par rapport à -7^» "''"^^ ^^ '• ^-'^ 

déterminant de ces équations doit être nul. Par un calcul analogue à 
celui que nous avons fait dans la théorie des fonctions implicites, on 
obtient la formule suivante : 

ôu\ \}{Xx,Xf. ., .^Xf,-x^ Ux) ' D(a?i, rPj, — ^Xp-x) 

Le dénominateur est différent de zéro; le numérateur, qui est un 
déterminant d'ordre p issu du tableau des dérivées des /^par rapport 
aux Xy est nul par hypothèse. Donc on a 

ÔUx 

On voit de la même manière que les dérivées partielles de i par 
rapport aux autres variables u sont nulles. Donc *} ne dépend pas de 

W|, £/2, ..., u,i_p^t', yp se réduit à une fonction de Xi? J'a» •••jJV-«» 
ce qui démontre la proposition II. 

III. Considérons maintenant le cas général d'un système de p fonc- 
tions y,, Yiy ..., yp de n variables x^, x^^ ..., a:„. Formons le 
tableau des dérivées partielles des y par rapport aux x. Dans ce 
tableau, cherchons un déterminant qui soit différent de zéro et tel 
que tous les déterminants d'ordre supérieur, issus du tableau, soient 
nuls. Soit h l'ordre de ce déterminant. Parmi les fonctions j^, celles 
dont les dérivées entrent dans ce déterminant forment un système de 
fonctions indépendantes (I). Si A<!/s chacune des autres fonc- 
tions y est une fonction des h premières (II). 

1 16. On peut énoncer certains des résultats qui précèdent sous la 
forme suivante : Pour* qu'entre n fondions y^^ j^a, ..., y,t des n 
variables .r<, x^i ..., Xn existe une relation, il faut et il suffit 
que le déterminant fonctionnel des y par rapport aux x soit 
identiquement nul. 

D'abord la condition est suffisante, car, si elle est remplie, nous 
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venons de voir que certaines des fonctions^ se réduisent à des fonc- 
tions des autres. 

Elle est nécessaire; en ell'et, soit 

une relation entre les y^ vérifiée par hypothèse, quels que soient 
les X, En dérivant par rapport aux x, on a les n relations suivantes : 



dP ÔY\ dF dy 



ày\ àx^ dy^ àxi 



àF dy^ 
ôyn àxx 



= o, 



(I) 



dF ày, 



. Oyi Ox„ 



, à^ àyn 

-h.. .H -r— = o. 

ôyn d^n 



I jy • ^ <^F àF . 

l-.es dérivées- — > •••>-t — ne peuvent être toutes constamment 

ày\ àyn ^ 

nulles, car, si elles Tétaient, F se réduirait à une constante, et F = u^ 
ne serait pas une relation entre les j^. L'ensemble des n équations 1 1) 

exige alors que le déterminant formé par les dérivées -p- soit nul. 

Donc la condition est nécessaire. 



117. Indiquons une propriété importante du déterminant fonc- 
tionnel. 

Soient j^i, y^t . . ., yn '* fonctions des variables Xi, x^-i . . -, x„ qui 
sont elles-mêmes fonctions de /<, Z^, . . ., tn* Je disque Ton a 

^{y\^ yi, ..., K//) ^iy\>y\ yn) 0(a7,, a?,, .... j?„) 

'H. 'il 'tî .••>'«) 1^(^11 •''s» ' ' "> ^n) ÏH 'lï 'î> • • .1 ^/i) 



En effet, on a d'une façon générale 

àyi dyi dx^ ày/ dr, 



àt 



dxi Otj àXi otj 



àyi ^ 

ôxn Otj 



Considérons les deux déterminants fonctionnels 



àyx 

dx\ 



• • • ■ 



àyn 

àx\ 



àVx 

àXn 

• fl ■ 

àXn 



âxi 

7t^ 

• • • 

àXn 
Oti 



ÔXx 



• m • • • 



àXn 
àtn 



ÔYi 



On voit, d'après la forme de l'élément -t-^ du déterminant fonc- 



er 



tionneldesy par rapport aux Z, que ce déterminant fonctionnel s'ob- 



IX. — DÉRIVÉKS D'ORDRfS SUPERIEUR. Il3 

tient en faisant le produit des deux déterminants ci-dessus (lignes 
par colonnes), ce qui démontre la propriété énoncée. 



IX. — Dérivées d'ordre supérieur. 

1 18. Klant donnée une l'onction j^ =f(x) ayant une dérivée/' (j:), 
cette dérivée peut avoir à son tour une dérivée. On dit que c'est la 
dérivée seconde de }' et on la désigne psiv y = f"(x). D'une façon 
générale, si l'on a défini la dérivée d'ordre /i, y^"^=/^"^{x)^ la 
dérivée de celte dérivée est dite dérivée d^ ordre (n-|-i) de y. 

Si l'on a une fonction de plusieurs variables, f(x^ y^ z^ . , ,)^ 
chacune des dérivées partielles du premier ordre de cette fonction 
constitue une fonction de x, y, ^, ... et peut avoir des dérivées par- 
tielles par rapport à chacune de ces variables. Les dérivées de f'{x) 
se notent comme il suit : /;,, /^^, /j,, . . .; celles de /'(y) : /y^, J'yt, 

119. Etant donnée une fonction J\x^ y) de deux variables, si 
cette fonction a des dérivées premières f'j. et fy^ si fj. a une 
dérivée par rapport à y^ soit fl.y^ si f^ a une dérivée par rapport 
à Xj soit fyj.^ et si ces deux dérivées /^.^., f^^, sont continues^ elles 
sont égales. 

Pour le démontrer, posons 

(i) A -f(.T-\-h,y-hk)—/{x-^h,y)—/(x,y-hk)-hf(x,y), 

On reconnaît que l'on a 

D'après sa définition et les hypothèses faites, la fonction 'f (x) a 
une dérivée par rapport à j?, qui est 

(4) ?'(^)=/.r(^ .r-+^)-/i(^.7)- 

En appliquant la formule des accroissements finis à (3) et tenant 
compte de (4), on obtient 

Appliquons à la quantité entre crochets la formule des accroisse- 

B. H 
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ments finis, il vient 

A = hk/^^ix -h e /i, j' -f- 6' A) (o < 6' < I ). 

En permutant le rôle des variables J7, y, on obtient de même 
En supposant h et k difi'érents de zéro, on en déduit 

/"^y(T -h e/i, j. -f- 6' A:) =/;,r(T -+- e, /i, y -^ e; k). 

Donnons à A et A" des valeurs tendant vers zéro. En vertu de la con- 
tinuité de chacune des fonctions y^y,y^^, les deux membres de l'éga- 
lité tendent respectivement vers fi^yi^j y) et fy^^ix., y). Donc ces 
deux expressions sont égales. 

Ce fait étant établi, il en résulte la propriété générale suivante : 
La dérivée d'ordre n d'une fonction de plusieurs variables^ 
obtenue en effectuant a dérivations par rapport à x^ p par rap- 
port à yj y par rapport à 5, est toujours la même, quel que soit 
l'ordre dans lequel on effectue les dérivations^ pourvu que toutes 
les dérivées considérées soient continuels. 

En efl'et, considérons le groupement G des lettres x^y^z^ ..., indi- 
quant Tordre des dérivations successives, et prenons deux dérivées 
d'ordre n ne différant que par l'ordre des dérivations. Les deux grou- 
pements G et G' correspondant à ces deux dérivées sont identiques 
quant à la nature des lettres qui les composent; ils ne difl'èrent que 
par l'ordre. On peut trouver une succession de groupements conte- 
nant les mêmes lettres que G et G', le premier étant G, le dernier G', 
et deux groupements consécutifs ne difl'éranl que par l'ordre de deux 
lettres consécutives. Le théorème est ramené à son cas particulier 
suivant : Démontrer que l'on peut intervertir l'ordre de deux 
dériva tions co nséc u t ives . 

11 suffît pour cela d'appliquer le résultat précédent à la fonction 
obtenue par les dérivations qui précèdent celles dont Tordre est 
interverti, puis d'efl'ectuer les dérivations qui les suivent et qui sont 
les mêmes dans les deux cas. Finalement, la dérivée obtenue est la 

même. 

Il est donc indillérent, lur-qu'on note une dérivée, de rappeler 
l'ordre des dérivations. Nous représenterons une dérivée prise a fois 
par rapport à x^ ^ fois par rapport à ^', y fois par rapport à z [)ar 
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120. Si l'on a une fonction 

x^ y^ z^ ... étant non plus variables indépendantes, mais fonctions 

de variables /, 0, ..., la formule des fonctions composées définit les 

dérivées du premier ordre de u par rapport à /, 0, .... On a, par 

exemple, 

a\ = u'j. x\ -h i^yy't -h «i -si -h ... . 

Une seconde application du même principe donne les dérivées 

secondes de u par rapport à t^ 6, Par exemple, pour avoir u^x^ on 

dérive une seconde fois par rappori à t : 

aj, = x\ (Mj., x\ 4- tt'iy^i -H a'is «i -h . . . ) -h /*x ^î« -*- • • • • 

Pour avoir u^^^ nous aurions dérivé par rapport à 6 la formule 
donnant li^ . 

On reconnaît que les dérivées secondes de u par rapport à ^, 8 
s'expriment en fonction des dérivées premières et secondes de u par 
rapport à J7, j^, 5, . . . et de j:, y^ z par rapport à /, 6. D'une façon 
générale, les dérivées d'ordre /i de m par rapport à ^, 6 s'expriment en 
fonction des dérivées de // par rapport à x, j', z, jusqu'à l'ordre /i, 
et des dérivées de x^ y^ z par rapport à /, 9, jusqu'à l'ordre n. 

Cette méthode permet également d'avoir les dérivées des différents 
ordres des fonctions implicites. Soient, en effet, les équations 

F, (a~,, . . ., Xp, yx^ . . ., /«) = o, 
> 

F/i ( ^H • • • » ^pi J^l 1 • • • 1 J^n ) = o. 

On a vu que, sous certaines conditions, les y peuvent être consi- 
dérés comme des fonctions des x^ définies par ces n équations, et que 
les dérivées premières des y par rapport aux x sont fonctions des 

dérivées t— ' • En dérivant de nouveau les formules obtenues, on 

OX j 

obtient les dérivées du second ordre des y par rapport aux x en fonc- 
-r- et des - — — 

OXj OXj OXk 

des j^ s'expriment en fonction des dérivées jusqu'à l'ordre n des F. 



tion des ^ et des ^^ J^ « D'une façon générale, les dérivées d'ordre n 



121. Formule de Taylor, — Si/(:r) est un polynôme d'ordre /i, 
on a la formule 
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Celle formule n'est en eHel, dans le cas de/(x) = j*'" (//«!i/iu 
qu'une façon d'écrire la formule du développement du binôme 
(x -h k)'^. Etant vraie pour un monôme x"'y elle l'est encore pour 
une combinaison linéaire de monômes, c'esl-à-dire pour un polynôme. 

/ désignant maintenant une fonction quelconque, pourvue de 
dérivées jusqu'à Tordre (n-^i) inclusivement, posons 

(I) Air-hh)=/(x)^ ^/'(ar;-i-...-4- tlfi»}(a:)-h ''"^\, \, 

A étant une quantité définie par cette équation. 

Faisons un changement de notations. Remplaçons x '\- h par by 
X par a, et par suite h par b — «.La relation précédente s'écrit 



v — n 



/"'-/«•'-^'-^/"■'•«'-'t^t^'- 



(Considérons la fonction auxiliaire suivante : 



/> = /! 



v(-)=/(*)-/(-)-2;^^/""(-)-^^^^A. 

On constate que l'on a 

o(a) = o, (p(6) = o. 
Calculons 'f>'(^) : 

/> = /! 



%:^ r (b — T^i*- ^ 

p=\ 

(b — T)n 1 {h — x^" 



Il reste, toutes réductions faites, 

( b xV 

D'après le théorème de Rolle, ^' {x) s'annule pour une valeur c 
comprise entre a et 6, d'où, comme {b — c) y^ o, 

En revenant à la première notation, c peut s'écrire a 4- 9 A 
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(o -< 9 < i), et l'on a la formule de Tajlor sous sa forme ordinaire : 

f{x H- h) =f{x) -4- ^^fix)-^ — r(^) -H. . . 

I I • ^ 






_+. _ /•(/!)( j.) ^ ; .y{/i-Hi)(^ ^. 0)^). 



Cfi* r/e plusieurs variables. — Soil/(j7, j-, z) une fonction de 
trois variables, par exemple. Posons 

oit) —f{^x-\-ht,y^kt, z-^ lt\ 
d'où résulte 

Si l'on suppose que /(^, J^, ^) a des dérivées partielles jusqu'à 
l'ordre n inclusivement, le théorème des fonctions composées 
montre que ^{t) a, par rapport à ^, des dérivées jusqu'à l'ordre n. 
Calculons ces dérivées. On a d'abord 

<i) o's= hf'x{x-^ht,y-¥kt, z^ It)-^ kfy(x-^/U, . .,) -^ l/i(x -hht, . . .). 

Pour avoir '^", dérivons cette première formule par rapport à t, ce 
qui revient à remplacer chacune des fonctions /[^, /y, /^ par une 
fonction qui lui correspondra comme correspond à y* le second 
membre de (i) : 

Ceci nous conduit à la règle pratique suivante : 
Remplaçons conventionnellement /j, par /a-, fl^ par (/r)^, /^^ par 
fxfy Nous pouvons alors écrire, d'une façon symbolique, 

entendant par là que, pour obtenir <p", on élève au carré la quantité 
entre parenthèses, puis on remplace, dans le développement obtenu, 

les symboles yj., ..., \jx) ? ""> jx jyi •••? par./^, •••î/.rij -'-tjxyi •••• 
Je dis que, moyennant les mêmes conventions, on peut écrire d'une 
façon générale 

^^-^ = {h/^-^k/y-^//,y''\ 

entendant par là que l'on remplace le développement du second 
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membre, soit 

par 

2 ÏT^TTi A'*P^lf/.VcT(^ ^ht,y + kl, z + lt), 

le signe \] s'appliquant à toutes les combinaisons des entiers positifs 

ou nuls a, p, y, telles que a -f- p H- v = /^. 

La règle est vraie, comme on l'a vu, pour les dérivées première et 
seconde; admettons-la pour la dérivée d'ordre n et démontrons-la 
pour la dérivée d'ordre /î -f- i . 

Pour passer Je »^"^ à »("+*^, il faut remplacer chacune des dérivées 
qui entrent dans le second membre par la fonction qui correspond à 
cette dérivée comme l'expression de '^' correspond à /", donc 

Cela montre que '^<"+*^ peut s'obtenir symboliquement par le pro- 
duit 

ou encore 

Connaissant les dérivées successives de », en appliquant la for- 
mule de Taylor à cette fonction d'une variable, on a, 8 étant compris 
entre o et i , 

®(i) = cp(o) -f- i ©'(g) -f. . . . h- Ij ^u)(o j -h ^^^ , <?»«H-«ue), 

c'est-à-dire 

/(a? -H A, ...)=/(^,J^,-5)-i-2^i(''/r+Vr^-(/'z)x':V... 

C'est la formule de Taylor pour une fonction de plusieurs va- 
riables. 
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X. — Différentielles d'ordre supérieur. 

122. Étant donnée une fonction f (^, y, s) d'une ou plusieurs 
variables, la différentielle première df a été définie comme il suit 
(n°82, p. 71) : dx^ dy^ dz étant des accroissements arbitraires donnés 
aux variables, on a 

(I) df^f^dx-^fydy^f.dz. 

df esX. ainsi fonction des variables x^ y^ 5, dx^ dy^ dz. 

Imaginons : 

i" Que l'on attribue à dx^ dy^ dz des valeurs fixes. Si dans ces 
conditions x^ r, z sont variables, ^n'est plus fonction que de x^y^ z. 

2® Dans la fonction de x^ y, 2, ainsi obtenue, on donne k x^ y^ z 
des accroissements respectivement égaux aux valeurs fixes qui vien- 
nent d'être choisies dans la première convention. Dans ces conditions, 
la fonction df a une différentielle déterminée. Par définition ce sera 
la différentielle seconde de f et nous la désignerons par la nota- 
tion d'^f 

D'une façon abrégée, on exprime la double convention qui sert à 
définir d'^f en disant que d^ f est la différentielle de df lorsque 
Con considère dx, dy^ dz comme des constantes. 

D'après cela, /^/^y s'obtient en remplaçant dans le second membre 
de (i) chaque dérivée /^, /^J, /V par sa différentielle. Or on a, par 
exemple, 

et des formules analogues pour dfL df^. On a donc 

(a) d^f=f;.,dx^^f;,dy^'^f'^,dz^-^'xf'J,ydx(lp-^->Ji^dxdz^'if^^dydz. 

123. Supposons qu'on ait défini les différentielles d'ordre 1, 2, 
3, . . ., /i, de/, soit df^ d'^f d^f^ . . ., d'^f et admettons que rf"/ soit 
fonction déterminée de x, y, z^ dx^ dy^ dz. Pour définir d'^'^^ f^ nous 
supposons : 

1° Que dans l'expression de d'^f on donne à «te, dy^ dz des va- 
leurs fixes ; 

2" Que dans la fonction de x^ y, z ainsi obtenue on donne kx^y^ z 
des accroissements respectivement égaux aux valeurs fixées pour dx^ 
dy^ dz dans la première convention. Dans ces conditions, la fonction 
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d'^ f a une différenlielle déterminée qu'on appelle difl'éreiilielle 
(aï -I- i)*<^"'« de /et qu'on désigne par d'*'^^f. 
Je dis que l'on a d'une façon générale 

( 3 ) d-f = 2 5^7^ /.", f =T ( ^O', ■» > dr». dy^ dz^, 

le signe ^ étant étendu à toutes les combinaisons des entiers posi- 
tifs ou nuls a, fJ, y, telles que a -I- jS -h y = /' , de sorte que l'on peut 
écrire symboliquement 

(4) dnf = {f^dx^fydy-^f-dzYn)^ 

l'interprétation de cette formule se faisant comme précédemment : on 
développe le second membre comme la puissance /i *'"*-* ordinaire d'un 
polynôme, puis on reuiplace le terme général 



n\ 



par 

^TQ,' I /x« vP;T ( a-, r ^ ^ ) <^^* ^}^ dzt . 



O.i constate que la formule est vraie pour les difïerentielles pre- 
mière et seconde. Supposons-la vraie pour la différentielle /i'®°*' et 
démontrons-la pour la différentielle (/? H- i )'*'"**'. 

Pour passer de d'\f à d"'^\f, on doit remplacer dans le second 
membre de (3) cbacune des dérivées par sa différentielle prise pour 
les accroissements dx, dy^ dz. Pratiquement, en utilisant la repré- 
sentation symbolique, cela revient à multiplier symboliquement cette 
dérivée ^^t fxdx -\- fydy -\- fzdz^ à effectuer le calcul comme s'il 
s'agissait d'exposants ordinaires, puis à remplacer l'exposant par un 
indice de dérivation suivant la convention adoptée. Donc le résultat 
peut s'obtenir de la façon suivante : on forme le produit symbolique 

if^dx -f-/, dy ^fz^z i''Hf.vdx -h/ydy -^f^dz), 

ce qui revient à former la puissance symbolique (/i -H i )'*""*• de 

{fcdx -^fydy -^fzdz ). 

Les formules (.S) et (4) sont donc vraies quel que soit n, 

124. Appliquons les résultats obtenus à chacune des variables 
indépendantes .r, v, z considérée comme fonction de t, }\ z. Cha- 
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cune d'elles a toutes ses dérivées nulles à partir de Tordre 2. Il en 
résulte qu'à partir de Tordre 'î leurs diWerentielles sont nulles : 

d* X = o, d'^y =^ o, d»z = o ( /i ^ .* ). 

123. Soit u =z/(x) une fonction d'une seule variable, l^a formule 
générale (3) se réduit à 

d"u =f^»^{x)d.rf, 

de sorte qu'on peut écrire, quel que soit /i, 

-, ,, , d^u 
•^ ^ dx» 

On déduit de là une nouvelle notation pour les dérivées d'ordre 
supérieur des fonctions d'une variable. Par analogie, en ce qui con- 
cerne les fonctions de plusieurs variables, on note les dérivées de la 
façon suivante : 

/") , , à-\f(x, K, Z) 

de sorte qu'on peut écrire d'une façon générale 

, y. "V '*! â"f(x, y.z) , , /j , 

OU, en notation symbolique, 



•' \àx ày - âz ) 



126. Considérons maintenant une fonction '^ =/(-^, y, 2), ^j y, 
z n'étant plus nécessairement variables indépendantes, mais pouvant 
être des fonctions de nouvelles variables /, 6. On sait que l'on a 
d'une façon générale la formule 

( I ) du = ^ d.r ->r -^ dy -^ -f dz, 

ôx dy " àz 

Prenons les dilî'érentielles des deux membres, autrement dit diffé" 
reniions les deux membres de celte formule, les variables indépen- 
dantes étant /, H : 



Calculons dly-\ : 



\ ôx I dx 



\ox / âx* d.r dy "^ âx Oz 
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d'où 

rf* M =: -— rfj7* -t- —-4- dxdy -h -7-^r- dx dz -^ -^ d> X -\- 

dx^ âx iiy "^ ax oz ox 

Le second membre de cette formule comprend d'abord l'ensemble 
des termes obtenus lorsque x^ y, z sont variables indépendantes, puis 
l'expression 

âx ôy "^ az 

On peut écrire avec la notation symbolique déjà employée 

(.) d*u=.('Idx+fdy^ ¥.d.Y + fd*T + fd^y^^Id*,. 
^ ' \àx dy "^ dz I ôx ôy ^ àz 

La diATérentielle seconde n'a donc pas la même expression suivant 
que x^y^ z sont variables indépendantes ou non. 

Considérons cette formule (2). Si l'on y exprime x^ y, z en fonc- 
tion de ^, 8, puis </j7, rf>', dz^ d'^x^ ^^Yi ^^ ^ en fonction de t^ 9, dt^ 
t/0, on aura finalement l'expression de d"^ u en fonction de t^ 6, dt^ 
rf9. Or, on peut écrire immédiatement une autre expression de </*«. 
On a, en elfet, 

On obtient ainsi pour d^ u deux expressions qui doivent être iden- 
tiques quelles que soient les valeurs arbitraires données à t, 6, dt^ dH, 
En identifiant les coefficients de dt^, dt dH^ rfO'-*, on retrouvera les 
relations qui existent entre les dérivées par rapporta x^y^ ^etles dé- 
rivées par rapport à /, 9. 

U convient de remarquer que la formule (2) est valable quelles 
que soient les variables indépendantes, quel que soit même leur 
nombre, car ces variables indépendantes n'entrent pas explicitement 
dans la formule. Cela montre l'utilité de l'emploi des différentielles. 
Cet emploi permet d'obtenir des formules en quelque sorte plus con- 
densées que les formules obtenues par les règles de dérivation. 

Enfin, si l'on considère la formule (2) et si Ton suppose que j:, jk, z 
soient variables indépendantes, cela revient à supposer les difl'éren- 
tielles secondes d'^x, d'^y^^ d'^z nulles. On retrouve la formule qui 
définit la diff'érentielle seconde de u quand x^ y, z sont variables 
indépendantes. 

Ayant l'expression de d'^u, en difi'érentiant la formule (2), on peut 
obtenir l'expression de d^u quand u:, y, z sont des fonctions quel- 
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conques. D'une façon générale, on peut former d'^u et constater que 
rf" u s'exprime en fonction des dérivées partielles de / par rapport 
à J7, y, z jusqu'à l'ordre n inclusivement et des différentielles de x^ 
y^ z jusqu'à l'ordre n inclusivement. De plus, quand x, y^ z sont 
variables indépendantes, rf"w se réduit à 



il^-p'-t^'T- 



En effet, ce résultat est vrai pour /? = i , /î = 2 ; en l'admettant pour 
une valeur déterminée n et en différentiant la dernière formule 
obtenue, on l'obtient pour (/i -h i). 

127. Formule de Leibnitz. — Comme cas particulier de formules 
de différentiation, cherchons l'expression de la différentielle a**"" d'un 
produit de deux fonctions w, v d'un nombre quelconque de variables. 
Je dis que l'on a 

(i) d'*{uv) = çd'^u-^ Ci dv rf«-> U'^..,'¥QJndPv rfw-A' m -^ . . . -+- u d'^v, 

ce que l'on écrit symboliquement 

d'^{uv) = (du-hdv)^'^\ 

en entendant par là que, pour obtenir d"(uç)y on forme la puis- 
sance /i^*'"*" du binôme (du -\- dv) et que l'on remplace, dans le déve- 
loppement, du^"^ par i^r/"«, dç^"^ par ud*^v et le terme général 
C^/{dv)P{du)"~P par C^ dPOd'^''Pu. En effet, la loi est vraie pour n = i 
et /i = 2. Admettons-la pour une valeur déterminée de n et différen- 
tions la formule (i). Les termes 

es dPv d'^-P a -+- C;^"* rf/'+» V d^-P-^ u 
donnent 

CS(rf/^it> 6?«-^a -4- dPv d'^-P-^^ u) -{- CZ^^dP-^^v d'^-p-\ u -\- dP-^^v d'^-Pu). 

Le terme rf^* s^ d'^^Pu a donc pour coefficient dans rf""*"* ("^)? 

Cp y, pf+i 
c'esl-à dire 

Donc la formule (i) est vraie quel que soit /t. 
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XI. — Changement de variables. 

128. Fréquemment, dans des questions d'analyse, ajant à consi- 
dérer des fonctions de certaines variables, on a avantage à remplacer 
ces variables par de nouvelles, liées aux premières par certaines rela- 
tions. Il peut aussi y avoir lieu de considérer de nouvelles fonctions, 
liées aux premières fonctions et variables par des relations données. 
On est ainsi conduit à chercher les relations qui existent entre les 
dérivées des anciennes fonctions par rapport aux anciennes variables 
et les dérivées des nouvelles fonctions par rapport aux nouvelles va- 
riables. 

Dans des questions de cette nature, on doit toujours partir des 
relations entre les variables (indépendantes ou non) que l'on consi- 
dère, dériver ou différentier ces relations et tirer des équations 
obtenues les expressions dont on a besoin. 

Donnons-en quelques exemples. 

129. Supposons que l'on ait une fonction y d'une variable x. On 
prend une nouvelle variable indépendante /, liée à x par une relation 
donnée, et l'on veut établir les relations entre les dérivées de y par 
rapport à x : j^',., y'\.%^ ... et les dérivées de y par rapport à i : rj. 

En appliquant le théorème des fonctions de fonctions, on a 



./ ' 



Dérivons cette relation, t étant la variable indépendante : 
Par une nouvelle dérivation, on a 

On voit qu'en continuant l'application du procédé, l'on exprime yj, 
y]is ... en fonction de y',.^ y'ii, ... et de x',^ x",, 

Souvent la fonction y que l'on considère est à déterminer et doit 
satisfaire, avec ses dérivées, à certaines équations, tandis que x est 
une fonction connue de t. 11 s'agit alors d'exprimer les anciennes dé- 
rivées en fonction des nouvelles. Dans l'exemple qui précède, on y 
parvient en résolvant les équations obtenues ; la première donne yi-, 
la deuxième y'^.,, la troisième jk!-,? et ainsi de suite. 
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On peut employer une autre méthode : 

La première relation, résolue par rapport à ^i , donne 



x'. 



y jc — ^/ 



Ce résultat peut s'interpréter de la manière suivante : étant donnée 
une fonction quelconque y de .r, sa dérivée par rapport à x est égale 
à la dérivée de celte même fonction par rapport à la nouvelle variable t^ 
divisée par x\. 

Appliquons cette règle à la fonction y'^. Sa dérivée par rapport 
à l'ancienne variable, c'est-à-dire ^^.s, est égale au quotient par x\ de 
la dérivée de cette même fonction par rapport à la nouvelle variable : 






on vérifie que c'est bien l'expression fournie par la première méthode. 
En poursuivant l'application de cette seconde méthode, on trouve 






On peut aussi, au lieu d'employer la notation de Lagrange pour 
les dérivées (notation au moyen d'accents) comme nous venons de le 
faire, remplacer les dérivées par des quotients de différentielles. Mais 
il faut remarquer que, sauf en ce qui concerne les différentielles 
premières, l'emploi des différentielles peut donner lieu à ambiguïté. 
Eln effet, d'^y^ par exemple, désigne deux fonctions différentes sui- 
vant que la variable indépendante est x ou t. On peut avoir, il est 
vrai, des formules toujours valables en calculant d-y dans le cas où 
les variables indépendantes sont quelconques, mais ces formules sont 
plus compliquées que les précédentes, puisqu'elles contiennent des 
termes qui disparaissent quand x ou t est pris pour variable indé- 
pendante. 

130. Comme application des méthodes exposées, y étant fonction 
de X, considérons l'expression 

Prenons une nou>elle variable indépendante t liée à x par une rela- 
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tion donnée. Nous aurons 

( i -4- y'^ !» L'"^(^!/ J ^ (^;'-^^;m» 

L (T\r J 

Si Ton exprime lout en fonction des diHérenlielles, Texpression 

prend la forme 

( da"- -*- fiy^ y 

( dx d'Y — dy d^ x )* ' 

131. Comme autre exemple, soit 5 une fonction des variables jt, y. 
On change de \ariables indépendantes en prenant 

I y = f^(t, it); 

on suppose les fonctions / et ç telles que ces formules (i) peuvent 
être résolues par rapport à / et à w, c'est-à-dire que Ton a 

Dit, //)^**' 

de sorte que t el u peuvent s'exprimer en fonction de x. y. 
Prenons les dérivées de z par rapport à f et à m, 



(•-») 



) dt 


dz dx ^ dz dy 
~~ dx dt dy dt 


i dz 
' du 


dz dx dz dy 
dx du ' dy du 



Ces relations (2) définissent les nouvelles dérivées en fonction 
des anciennes. Mais elles donnent aussi les anciennes en fonction 

des nouvelles, car, le déterminant du système étant -rr — ^-=^» on peut 

'^ D(£, u) ^ 

X A . dz . dz 

résoudre par rapport a — et a — 

En dérivant les équations (2) par rapport à / ou à //, on aura, de 
même, les relations entre les dérivées secondes. 

Si l'on conserve l'une des variables primitives, x par exemple, 
c'est-à-dire si l'on fait un changement de variables de la forme 

x = t, y=z<^{t^u), 

les formules (a) se simplifient, car l'on a 

dx _ dx 

'dt^^' du^""' 
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Mais il convient de remarquer que, bien que / et ^ soient iden- 
tiques, la dérivée rie z par rapport à t est différente de la dérivée 
de z par rapport à x. 

Aussi il est utile, pour trouver les relations entre les dérivées, de 
changer même le nom de la variable qui est conservée. 

132. Comme application, cherchons à transformer l'expression 

en supposant que Ton ellectue le changement de variables défini par 
les relations 

Considérons y comme fonction de x^ y par l'intermédiaire de £/, v^ 
et écrivons les expressions des dérivées par rapport à x^ y. On a 

àx (hi àx dv dx du dv 



ày du dy dv dy du dv' 



puis 



dx"^ du^ du c)r ^)i'* dy^ \ du^ du dv dv- 



d'où 



dx^ dy^ du dv 



133. Comme nouvel exemple, considérons une fonction ^ de jr et 
prenons deux variables /, u liées èi x^ y par les relations 

X =/(t, u), y = (p(^ u). 

La relation qui existe entre x et y se transforme en une relation 
entre t et w, donc u peut être considéré comme fonction de t. 

On change donc à la fois la variable indépendante et la fonction. 
Cherchons les relations qui existent entre les dérivées de y par rap- 
port à X et celles de u par rapport à t. 

Dérivons les relations qui existent entre x, y, /, «, la variable 
indépendante étant /. On a 

* dt du '^ -^^ dt du ' 
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Dérivons de nouveau ces relations; nous obtiendrons x%j j>, ... 
et Ton est ramené à la question traitée au n" 129 (p. 124). On peut 
donc exprimer les dérivées de y par rapport à j? au moj^en des dé- 
rivées de x^ y par rapport à t et, par suite, au moyen des dérivées 
de u par rapport à t et des dérivées partielles de / et o. On a, par 
exemple, 

JK; _ ôt OU ' 

•' -^ ~ X\ ^^ ôf Of ,' 

On peut aussi traiter celte question en employant les difiéren- 
tielles. 

134. Prenons le cas particulier suivant : 

y étant fonction de x^ on demande ce que devient l'expression 

y* 

lorsque Ton effectue sur x et j^ le changemeni de variables défini par 

les relations 

a; = p cosO, ^ = ? si 11 0, 

et que Ton prend Ô pour variable indépendante. 

Dérivons les formules de transformation, la variable indépendante 
étant 9. On a 

j-Q = p' cosO — p sinO, yl^ = p' siiiO -f- p cosO, 

xja = p" cos — 2 p' sin — p cos 0, y'^, = p" sin -+- 1 p' cosO — p sin 0. 

Évaluons y^. et y].., 

, _ -^0 _ p' siiiO -h p cosO 
•^•^ ~ ^,|j ^ p'cosO- p siTTÔ' 



d'où 



•Il f 'I 

„ _ ./fi» • •''o -^0 • "^'J» _ — p p" -+- 2 p'» -h p* 
•^•'•' ~ 7^^ ~ (p'cosO — psinOj3 



^,^ (P*-^P'M^' 



Traitons la même question en employant les différentielles. On a 

,c/y 

Cl -^— 
, _ dy „ _ dr d^ydx — dvd^x 

^-^ " dx' ^'""^ 'dbo ~iû^ 
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L^expression de R'^ se transforrne de la manière suivante : 



R« = 



( dx d^y — dy d>xY 



Transformons maintenant cette expression par le changement de 

variables 

j: = pcosO, ^=psinO. 

Diflférentions les formules de transformation en laissant indéter- 
minées les variables indépendantes : 

dx = dp cosO — p sin6 fl?9, dy = dp sin6 -h p cos6 rfO, 
d*x = rf*p *!osft — 2 sinO dp û?6 — p cnsB ^6* — p sinO rf*0, 
rf*j^ = d*p sin B -H ';^ co« ^ dp db — p sin rfO* -f- p cos6 <i- 6. 

Formons les deux combinaisons qui entrent dans R''', 

dx^ -h dy^ = dp^ -4- p* c^e*, 
</r fl?«^ — dy d^x = x dp^ di^ -h p dp d^^ ^ p d* p db -i- p^ rf0», 

d'où 

^,^ ( rfp^ -^ p' ^0» )^ 

(2 rf;.» c?6 H- p </p d'(i — p rf*p û?0 -h p» ûTO')*' 

ce résultat étant valable quelle que soit la variable indépendante. En 
particulier, si c'est 0, le terme e/-8 disparaît, on peut diviser haut et 
bas par d^^ et l'on retrouve la formule déjà obtenue. 
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135. On appelle équation dijfférentielle une relation entre une 
variable indépenlante x, une fonction y fie cette variahle et les 
dérivées de y par rapport à x jusqu V> un certain ordre. L'ordre 
maximum de ces dérivées est dit V ordre de l'équation différentielle. 

Par exemple, l'équation 

où y est une fonction de x, constitue une équation différentielle 
d'ordre i . 

D'unp manière générale, supposons qu'entre deux variables j:, y 
on ait une relation de la forme 

(I) ' F(x,7) = o. 

B. 9 
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En dérivant cette équation un certain nombre de fois, on forme des 
relations de la nature indiquée. Une combinaison quelconque de ces 
relations constitue encore une équation difl^érentielle. On dit que la 
fonction y de x définie par réquation(i) satisfait à toutes ces équa- 
tions différentielles. 

136. Supposons maintenant que Ton donne entre x^ y une relation 
contenant différents paramètres 

(i) • F(j:,7, fli, ..., a„) = o. 

On peut former des équations différentielles auxquelles satisfont 
toutes les fonctions y définies par Téquation (i), par le procédé sui- 
vant : on dérive Téquation {\) n fois. Eif joignant à (i) les /i relations 
ainsi obtenues, on a (/i+ i) relations entre lesquelles on peut éli- 
miner les paramètres a^, a^, ..., an. Le résultat de l'élimination est 
une équation de la forme 

(2) *(ar, j^,7', ...,y'»') = o. 

C'est une équation différentielle d'ordre n à laquelle satisfont 
toutes les fonctions y définies par (i). En langage géométrique, 
l'équation (i) représente une famille de courbes; on dit que toutes 
ces courbes satisfont à l'équation différentielle (2). 

Par exemple, de l'équation 

y = ax -+- b 
on déduit 

La dernière est une équation différentielle à laquelle satisfont 
toutes les fonctions y = ax -4- 6, quels que soient a et 6. 

Comme second exemple, considérons les fonctions y Ae x satisfai- 
sant à une relation de la forme 

Dérivons trois fois cette équation, y étant considéré comme fonc- 
tion de X, On obtient 

X -r- yy' -^ a -f- h y' = o, 
I -H y* -hyy-^ùy" = ii. 
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Éliminons 6 entre les deux dernières relations. Il vient 

ou 

('-^y')r'*'-3yy« = o. 

Nous obtenons ainsi une équation diffère ntielle du troisième ordre 
à laquelle satisfont les fonctions y de x définies par (3). On dit que 
cette équation est vérifiée par les cercles du plan. 

137. Intégration des équations différentielles, — Étant donnée 
une équation différentielle, le problème de l'intégration de cette 
équation consiste à rechercher toutes les fonctions satisfaisant à cette 
équation. 

Un cas particulièrement simple est celui où l'équation est de la 
forme 

y = f{x) ou J=/(^). 

La solution du problème est donnée par la théorie des fonctions 
primitives. Toute fonction y dont la dérivée est f{x) est donnée, 
à une constante près, par la formule 



y= j f{x)dx. 



L'opération qu'on effectue ainsi s'appelle une quadrature* 
Prenons encore le cas de l'équation 

Comme )" est la dérivée de y"~* , on voit que j^^"-*' est une con- 
stante. Soit 

yUl-\) = a. 

On en conclut 

et, comme d'une façon générale la fonction primitive d'un polynôme 
est un polynôme dont le degré surpasse le degré du premier d'une 
unité, en remontant de proche en proche, on constate que y est un 
polynôme d'ordre [n — i), renfermant, par suite, n paramètres arbi- 
traires. 

Soit maintenant l'équation 

<i) y^^^ = /{x). 
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On a 

y{n-i)= Ç f{x)dx. 

yifi'X) étant connu, on aura y^'*-^^ par une nouvelle quadrature 

y/i-î)__ I ^j, l f{x)dx. 

On doit, pour avoir ^, edectuer/i quadratures successives. Chacune 
d^elles introduit une constante arbitraire, y est donc défini à un polj- 
nome d'ordre (/i — i) près; en d'autres termes, deux fonctions v, 
solutions de Féquation donnée (i), diffèrent entre elles par un poly- 
nôme d'ordre {n — i). 

138. En ce qui concerne les équations du premier ordre, si on les 
suppose résolues par rapport à la dérivée, elles sont de la forme 

Il y a souvent avantage à les mettre sous une forme symétrique 

en x^ y, 

V(x^y) dx -^ Q(^, y) dy = o. 

On peut intégrer immédiatement une équation de cette forme, 

dans le cas où P ne dépend que de a: et Q que de y. Soit en effet 

l'équation 

P{x)dx-^q(y)dy = 0. 

Le premier membre est la différentielle totale de 

fp(x) dx -i- fqiy ) dy. 

Cette différentielle étant nulle, il faut que la fonction soit constante' 
On a ainsi une relation entre ^ et j^ constituant la solution générale 
de l'équation proposée. 

Supposons, par exemple, qu'on donne 

^ = ^, 
dx x^ ' 

nous écrirons cette équation sous la forme 

dx (Iv 

x^ ^'* 
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Le premier membre est la ditférenlielle de — - — ^> le second de 

La solution générale de l'équation proposée est donnée par 

1 I 
— - — - = h consi., 

4.rk y 

équation qui définit y en fonction de x, 

139. Â la théorie des équations difTérenti elles se rattache le fait 
suivant : si deux fonctions ont même dérivée logarithmique, leur 
rapport est constant, cela dans tout intervalle où les fonctions sont 
différentes de zéro. 

Soient en effet /et o deux fonctions telles que l'on ait 

L-t 
/ " <?' 

On en déduit 

/'<p-<p'/ = o. 

Or ~ a pour dérivée ^ > c'est-à-dire zéro. Donc — est 
constant. 

140. Notion d'équation aux dérivées partielles. — On appelle 
équation aux dé^rivées partielles une relation entre plusieurs 
variables indépendantes, une fonction de ces variables et les dérivées 
partielles de cette fonction jusqu'à un certain ordre. Cet ordre est dit 
Vordre de l'équation aux dérivées partielles. 

On conçoit qu'étant donnée une fonction z dès variables .r<, 
X2-i . . . , Xn dépendant de paramètres arbitraires, on peut, par le pro- 
cédé déjà indiqué (n° 1*^6), former des équations contenant seulement 
j^i, vCj, ..., j:„, z et ses dérivées partielles, et ne contenant plus de 
constantes arbitraires. On peut aller plus loin et éliminer des fonc- 
tions arbitraires. 

Soit, par exemple, une fonction z des variables x^ y définie par 
une relation de la forme 

(I) F(w, P) = o, 

14, V étant des fonctions données de x^ y^ z. 

Dérivons l'équation (i) par rapport à a: et à ^, a étant considéré 
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comme fonction de x^ y. On a 



{^) 



dF/du ^^\ ^/^ ^^\ ^ 
duL \ôx âz ÔT / dv \dx dz dx ) ~~ 



d¥ /du du dz 



du \dy 



dv \dx 
dz dy ) ' (h> \dy 



) 



dz dy) 



= G. 



Ces deux relations sont linéaires et homosrènes en t— et 3-- Nous 

^ du dv 

supposons que r- et -r- ne sont pas tous deux nuls, sans quoi r \u^ v) 

se réduirait à une constante et (i) ne serait pas une relation véritable 
entre u et v. Il faut donc que Ton ait 

du du dz dç dv dz 
dx dz dx dx dz dx 

du du dz dv dv dz 
dy dz dy dy dz dy 

C'est là une équation entre les dérivées partielles -p» t-- Elle est 

indépendante de F, et est vérifiée quel que soit F, dès que m, c sont 
donnés, c'est-à-dire qu'elle est vérifiée pour toute une famille de 
fonctions dépendant d'une fonction arbitraire. 
Par exemple, si l'on prend 



= o. 



a = a? — az^ 



v = y - bz. 



toutes les fonctions z de x, y, définies par une relation de la forme 

¥(x — ciz,y — bz) = o^ 



satisfont à l'équation diflerentielle 



I — a 



— a 



dz^ 
dx 



dx 



'Il 
dy 



= o 



ou 

(3) 



dz , dz 

1 — a- 6^- = o. 

dx dy 



En langage géométrique, 



F(x — az^y— bz) — o 



est l'équation générale des cylindres parallèles à la direction de para- 
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mètres a, 6, i . On dit que l'équation (3) est l'équation aux dérivées 
partielles de ces cylindres. 

141. Le problème de l'intégration d'une équation aux dérivées 
partielles consiste à chercher toutes les fonctions satisfaisant à cette 
équation. Nous allons en donner quelques exemples. 

1** Trouver une fonction P{x^y) telle que l'on ait 

-r- = O. 

Quand x est constant, la fonction cherchée doit se réduire à une 
constante, autrement dit^ elle se réduit à une fonction de x. D*où la 
solution 

y étant une fonction arbitraire. 

2° Trouver une fonction F{x^y) telle que l'on ait 

^— j- étant la dérivée partielle par rapport à ^ de -pt on a, d'après ce 
qui précède, 

La fonction F a donc par rapport à y une dérivée qui est constante 
quand x est constant. Donc la fonction F est de la forme 

(p étant une nouvelle fonction arbitraire. 

D'une manière générale, on reconnaît que -r— ^ = o peut s'intégrer 

et conduit à 

F(^, r ) = Ai^"-» -h A,^«-»-4-. . .-{- A„, 

Aj, Aa, . . . , A„ étant des fonctions arbitraires de x. 
3** Trouver une fonction F(x^y) telle que l'on ait 

= o. 



ôx dy 



. étant la dérivée partielle par rapport kyde —y cette fonction -p 
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doit être constante quand x est constant. Donc 

dF 

9 étant une fonction arbitraire. 

La fonction F est donc de la forme 



¥ == l^^{x)dx^f^{y), 



ou encore 

/ et /« étant deux fonctions arbitraires. 

4" Soit l'équation 

dî F . <^« F 

ày- ox^ 

Ëflectuons le changement de variables défini par les formules 

« = ar H- ay^ v ■=• x — ay. 

Par ce changement, Yi^x^y) se transforme en une fonction 4>(«, v) 
et l'expression 

dy^ àx^ dudv 

L'équation donnée se transforme donc en 

du ôv 

La solution générale de cette équation étant, d'après le cas 3'\ 

*(«,»') = /(w)-h/i(i'), 

en revenant à la fonction F et aux variables x, y^ on voit que F est 

de la forme 

F(a?, y) = f(T -^ ay ) -h fi(x — ay), 

112. Fondions homogènes. — On peut rattacher aux équations 
aux dérivées partielles les propriétés des fonctions homogènes. 

On dit qu'une fonction F(^, y^ ..,, z) est homogène et de degré m 
par rapport aux variables x, >', . . ., 5, si l'on a, quel que soit X, 

(1) F(X:r, ly, , . .,lz) = X»'F{x, y, ...,«). 
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Si l'on dérive celte identité par rapport à X, on a 

En particulier, pour A= i, on a Tidentité d'Euler 

(2) arF^C-r, ...)-i- yF'yix, . . .) -h. . .h- «F: (r, . . .) = 'wF(x, ^, ...,-s). 

Cette identité constitue une équation aux dérivées partielles. Cher- 
chons à l'intégrer. Posons 

(3) 4>a) = F(Xx, X^, ...,lz). 

On a 

(4) *'(X) = a?-^ (Xt, . , ,)-h. ..-i- z—- (Xr, . . .). 

àx as 

Si l'on remplace dans l'équation donnée (2), :r, j^, . . . , z par Xj:, 
Ay, ..., As, elle devient 

[<>F c^F ôF 1 

5?-— (Xar, ...)-4- y— -(Xa^, ...)-!-. ..-h-s --(Xa-, . . .) = /wF(Xx, ...,X-5\ 
(ziT oy d^ J 

c'est-à-dire, d'après (3) et (4) : 

X*'(X) = m*(X). 

On est ainsi ramené à une équation diirérentielle, laquelle s'écrit 

4>(X) "" y 

Le premier membre est la dérivée logarithmique de <t, le second, 
la dérivée logarithmique de )."'. Il en résulte que l'on a 

(5) *fX) = cX"», 

c étant une constante. Remplaçons maintenant <& par sa valeur, 
d'après (3), et faisons A = 1, il vient 

Fl^, y, ,..jZ) = c. 

En remplaçant c par sa valeur dans la relation (3), on trouve la 
relation (1). Donc la solution générale de l'équation aux dérivées 
partielles (2) est une fonction homogène de degré m. 

Remarquons que si dans l'équation (i) on remplace X par-» on a 
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F(i,— * •••> -) constitue une fonction des rapports —, • • • > - • On 

\ ' X X I ^ ^ X X 

constate ainsi que toute fonction homogène de degré m des variables .r, 
y^ . . . , z peut se mettre sous la forme 



^"•/(J. ••••J) 



Réciproquement une telle expression, où f est arbitraire, repré- 
sente une fonction de :r, jk, . . ., - homogène de degré m. 



XIII. — Intégration des différentielles totales. 

143. Cas de deux variables. — Étant donnée une fonction de 
deux variables /'(^, y), sa différentielle df e^l 

Donnons-nous, a prioriy une expression de la forme 
(i) V{x,y)dx^ Q(ar, y) dy, 

et cherchons s'il est possible de trouver une fonction /"(j:, y) dont 
cette expression soit la différentielle totale. Si cela est, nous dirons 
que cette expression est une différentielle exacte. Il faut et il suffit 
pour cela qu'il existe une fonction f telle que l'on ait 

de sorte que le problème se ramène au suivant : 

Chercher une solution du système d^ équations aux dérivées 
partielles (2). 

Une condition nécessaire pour que le problème soit possible s'ob- 
tient en exprimant l'égalité entre les deux expressions de obte- 

nues par dérivation de l'une et de l'autre équations (2), la première 
par rapport à j^, la seconde par rapport à x. Cette condition est 

(3) ^=^. 

^ ' iiy àx 

Je dis que cette condition est suffisante. En effet, supposons-la 
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remplie dans un certain champ C. La fonction inconnue f doit avoir 
pour dérivée par rapport k x^ y étant fixé, l'expression P(^,y); de 
là on déduit 



(4) 



f=f P(a?,r)ûtrH-<p(7), 



Xq étant une valeur arbitraire, 'f une fonction arbitraire assujettie 
seulement à être continue et à avoir des dérivées dans le champ C. 
Cherchons maintenant à satisfaire à la seconde des relations (2). 
Dérivons (4) par rapport à y, considéré dans l'intégrale comme para- 
mètre 



^"X j^-""'-^^^"^^'^-^^' 



ou, en utilisant 1^ Relation (3), 



i=.rë(^'-^>'^-^?'<^>- 



L'intégration indiquée peut s'effectuer et donne 

En remplaçant, dans la seconde des relations (2), ^ par cette 
expression, il reste 

d'où 

<P(r)= / Q(a7o,>^)rf/-hconst., 

y^ étant une valeur arbitraire. On trouve donc 

/= y P(a?,^)cte-t- / Q(aro,>')rfr-+-const; 

et cette fonction satisfait aux équations (2), donc a pour différen- 
tielle totale l'expression (i). Elle est déterminée à une constante 
additive près, car deux fonctions différentes satisfaisant au sys- 
tème (2) ont une différence dont la dérivée par rapport à chaque 
variable est nulle. 



n- — 






. <£x:^P. X. X, «tr. — ...— P» x... . 



^J'i'-fxLoiA* »*îi ciUte un« f«.acû*ia f jt x- dont la dîffë- 

r<^ 1.11^1.^ U>uJ^ s«.ît identiq-je a i . Si ceu est. nous dirons qae « i > 
e*t un<t dijférentî^lf^ toi^il*^ ejt'ict^. 1^ iv^:h«*nhe dey ron>tîliie le 
proïAtméi d#- I int^^Taii'jn de IVqu^tion aux d-îT-^renlielles totales 

<//= P. ./x-— ...^F, /£x,- 

Fonr que y s^tî^fa^^e aux conditioDs du prol*lênie. il faut et il suffit 
qufr l'on ait les n reldtïons 

'2 - - — ■ f » . - - . — ■ • - • • • • — r a« 

ffJTf *fjr_ <«x. 

de >orte que Ton est conduit à chercher le> solutions, si elles eu sien t, 
d'un STSteme de n é«{ nations aux dérivées partielles. En dérivant 
l'équation ' 2 » de rang f par rapi^iort à xj et l'équation de rang y par 

rapport à Xg. on a deux expressions de — '—^ — qui doivent être iden> 

y 

tiques, d'où le sTstème de conditions < .^ k au nombre de : 

(3> — = — - a ^ji i,y = I, M, — ,11). 

0rj ax, ' "^ 

Je dis que ces conditions, qui sont évidemment nécessaires pour 
que le problème soit possible , sont suffisantes. Nous Tavons dé- 
montré dans le ras de deux variables, admettons-le pour 3, 4* <» 

in — i; \ariables, et démon trons-le pour /i. 

Supposons les conditions ( 3 ) remplies dans un champ C, et consi- 
dérons la première des équations ( 1 1. Toutes les fonctions /* dont la 
dérivée partielle par rapport à x^ est P, sont comprises dans la for- 
mule 

(4) /<^17 ^«)= / Pj^J-i, ...,^n)^i-+-*(^î. ...»^«), 



».'? 

tt 



^1 étant une valeur arbitraire du champ C attribuée à X|. Il faut que 
/vérifie les (/i — i) équations (a) restantes, c'est-à-dire 

(5; dx^^' (' = 2, i, ...,n). 



i_. 
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Dérivons les deux membres de (4) par rapport à Xi : 

\\ 

ce qui s'écrit, d'après les relations (3), 

axi Jt oxx (>./-/ 

L'intégration indiquée peut s'eilectuer et l'on a 
ôf J© 

Les relations (5) deviennent ainsi 

pour /= 2, 3, . . . , //.. 

Nous sommes ainsi conduits à un système de (// — i) équations aux 
dérivées partielles, complètement analogue au système (2), de sorte 
que la question est ramenée au cas de (/i — i) variables. D'ailleurs, 
pour ce système, les conditions analogues à (3) sont vérifiées, car 
elles sont comprises parmi les relations (3). J)'après le fait admis, il 
existe une fonction cp(\r2, . . • , J^//) dont les dérivées partielles par 
rapport à x^^ ..., x^ sont les fonctions obtenues en remplaçant 
dans Pa, ..., P//, x^ par $|. Il existe donc une fonction/ vérifiant 
les équations (2); les conditions (3) sont suffisantes. 

En appliquant à o le même procédé de réduction, on reconnaît 
que l'on a des relations de la forme 

P3({l,;i, 373, ..,,Xn)dx^^i\{x^, ...,^«), 

et finalement 



jr ( X|, . . . , Xfi) 

I Pi{Xi, ...,Xn)dXi-+- I Pt^iifXi, ...,Xn)dXi-h... 

P/i(ïi» Sî, ...,Ç,i-j,ir„)rfa?„-f-const. 
La fonction / est déterminée à une constante additive près, car 
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deux fonctions satisfaisant à (2) sont telles que leur différence a 
toutes ses dérivées partielles nulles, donc est constante. 

Les conditions (3), qui expriment que (i) est une différentielle 
totale exacte, s'appellent conditions dUntégrabilité. 

145. Cherchons, par exemple, à intégrer l'expression 

^:l±ZdT^-dY 

Srty yt J 

On prendra un champ C ne contenant pas Forigine. Si la fonctioa 
cherchée / existe, elle est de la forme 









•^=X. f"X. $^'f^->'>=j(— ^'^-li-i)^?'^)- 



Cherchons maintenant à vérifier la condition 



On a 



d'où la condition 





àf 

ày 


X 

F'' 




àf 

ày~ 


X 




9'(y), 


X — 

y 


f^+f'iy)- 


X 






9'(y) 


^0 



d'où l'on déduit 

^{y) =zXo( -)y 

'^ y \^ ^J \y yj 

X^ — Y 

f = — -f- const. 

•^ xv 

On voit que, dans la pratique, on peut se dispenser de vérifier si les 
conditions d'inlégrabilité sont remplies et intégrer immédiatement^ 
par rapport à x^ le coefficient de dx. Puis, en dérivant la fonction 
obtenue, on forme les relations auxquelles doit satisfaire la fonction 
arbitraire cp d'une ou plusieurs variables considérée dans la théorie. 

Si ces relations ne contiennent plus j?, l'application de la méthode 
peut se poursuivre, et, si ce fait se reproduit après chaque opération, 
y compris la dernière, c'est que le problème est possible. 
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CHAPITRE IH. 



APPLICATIONS ET EXTENSIOiNS DE LA NOTION D'INTÉGRALE, 



I. — Longueur d'un arc de courbe. 

146. Considérons dans l'espace un arc de courbe AB n'ayant aucun 
point double, c'est-à-dire le lieu des positions successives d'un point 
variable se déplaçant d'une manière continue et ne passant pas deux 
fois par la même position. Si cet arc est rapporté à trois axes de 
coordonnées, les coordonnées x, y, z d'un point variable qui le 
décrit sont fonctions continues d'un paramètre ^, dans un certain 
intervalle borné, et ne prennent pas deux fois le même système de 
valeurs. 

Définition géométrique de la longueur d^un arc. — Prenons 
sur l'arc AB {fig* i) des points : Mo coïncidant avec A, M<, Ma, ..., 

Fig. 1. 




JC 



M/ï-i, M« coïncidant avec B, ces points Mo, M|, . . . , M,^ étant placés 
dans l'ordre où les rencontre un point mobile qui décrit l'arc de A 
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à B. Construisons la ligne polygonale MoM| Mj. . .M„_, M,,. S'il 
arrive que le périmètre de cette ligne polygonale tende vers une limite 
déterminée et finie lorsque le nombre des côtés augmente indéfini- 
ment, la plus grande longueur de ces côtés tendant vers zéro, cette 
limite est, par définition, Ja longueur de Tare de courbe AB. 
Supposons l'arc rapporté à trois axes rectangulaires. Soient 

ses équations, t variant de a à 6 (« •< b) lorsque le point (a?, ^, s) 
décrit l'arc de .\ à B. Supposons que les fonctions /, ?p, •]/ aient 
dans cet intervalle des dérivées qui soient fonctions continues de t 
et qui ne soient jamais simultanément nulles. Au point de vue géo- 
métrique, cela exprime que l'arc a, en tout point, une tangente déter- 
minée qui se déplace d'une façon continue. Insérons entre a et 6 des 
valeurs intermédiaires 

Soient X|, y/, zi les coordonnées du point M/ correspon- 
dant à la valeur ti du paramètre. Considérons la ligne polygo- 
nale Mo Ml Ma . . . M,,.. 1 M„ et désignons par c/ la longueur du 
coté M/M/^.1 



On a, en appliquant la formule des accroissements finis, 

ar,>, — a7/ = /(//+t)"-/(^•) = (^-f-l-^')/'{0,•), 
yt^x-yi = ?( ^-Hi ) - ?( //) = (/i-Hi - ti) ç'( oi), 

Zi^,-Zi = ^{ti^^) — ^{ti) = (^M- ^Of (0/), 

8i, 6^, 6] étant trois nombres compris entre ti et ti^^. 
Il résulte de là 

ci= ( ti^, - ti) v//'»(0/)H-cp'«(e;}-f-f«(0'). 

I^e radical est compris entre deux nombres positifs m, M qu'on 
peut fixer; on reconnaît que, pour que le plus grand des côtés C| d'un 
polygone tende vers zéro, il faut et il suffit que le plus grand des 
intervalles (ti^i — //) tende vers zéro. 
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La longueur de la ligne polygonale MqMi . . . M;i est 

i-n-l 

1 



Ci, 
1-0 



Comparons le radical qui figure dans c/ avec le radical suivant 

On a ( • ) 

( âl/'(e/)-/(//)|4-|^'(o;)-<p'(^)| + if(e;.)-4''(^)l- 

Les fonctions^, o', «y étant, par hypothèse, continues, à un nombre 
positif donné s nous pouvons faire correspondre un nombre a tel 
que, si toutes les difFérences (^z+i — ti) sont plus petites que a, les 
valeurs extrêmes de chacune des dérivées dans chacun des inter- 
valles diffèrent de moins de £. Dans ces conditions, le second membre 
de (i) sera plus petit que 3s. On pourra alors écrire 

avec 
d'où 



avec 



^rii{ti.^i^ti) <3e2(^-Hi~^) = 3e(^ — «)• 



(>) Ceci résulte du calcul suivant : Soient 2n quantités positives 
On a 



y'Sa;-^V6J= -== =^ =2(a*-^.) 



■^fc 



Le rapport — '' *' est inférieur à i. Le second membre est une somme de 

difTcrences multipliées respectivement par des nombres inférieurs à 1. Donc, il est 
plus petit en module que la somme des modules des dilTérences. donc 



B. «o 
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Ce lerme peut donc être rendu plus petit que toute quantité donnée, 
c'esl-à-dire qu'il tend vers zéro quand la loi des partages successifs 
varie de manière que la plus grande des différences (^/+i — //) tende 
vers zéro. D'ailleurs, dans les mêmes conditions, le premier terme 

de l'expression 51^' tend vers l'intégrale 

Donc la longueur de la ligne polygonale a, dans les conditions indi- 
quées, une limite qui est cette intégrale. Celte valeur doit être con- 
sidérée comme la longueur de rare de courbe AB. On écrit 

arcAB= / ^ft(^t) -\- ^'^{t)-\-^'''{,t)dt. 
•A. 



n 



On a immédiatement la conséquence suivante : 

Si, sur un arc AC, B est un point intermédiaire entre A et C, on a 

arc Ad = arcAB -\- arcBG. 

Si l'on considère un arc de courbe obtenu en joignant bout à bout 
dillérents arcs dont chacun remplit les conditions précédentes, la 
longueur de l'arc sera, par définition, la somme des longueurs des 
arcs partiels. 

147. Reprenons le cas étudié en premier lieu. Soit M un point va- 
riable de l'arc AB correspondant à la valeur t du paramètre. Posons 






5 = arcAM= 1 ^f"^{t)^^'^\,t)-^^'^{t)dt. 



S est une fonction de / qui a pour dérivée y{/"'^ -f- o'- -\- 'V- ou 

\^x''^-^y'' -\- z''^. On peut encore écrire 

ou, en introduisant les diHerentielles de .ç, .r, >', -3, 

ds^ = dx^ -f- </;•* H- c^5*. 

Dans les conditions où nous nous sommes placés, l'arc s varie dans 
le même sens que ^, c'est-à-dire croît avec le paramètre. On peut 
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faire la convention de compter Tare en sens inverse; on aura alors 

En adoptant la première convention, soit M' un point voisin de M 
sur l'arc AB, correspondant à la valeur / + A/ du paramètre et ayant 
pour coordonnées x ■+- àx^ y -h AjK, 5 H- A 2. On a 

//-»-A/ 

6 étant un nombre compris entre ^ et / + A/. 
Évaluons, d'autre part, la corde MM' 



M M' = /Aj:* -h ùky^ -h Az*, 
<l'où 

MM' ~ 



Quand \t tend vers zéro, le second membre tend vers i , car les 

deux termes du rapport tendent vers y^;r'^ (/) -f-j''''^(/) -f- s'^(/). On 

a donc 

,. arc MM' 

corde MM 

€e qu'on exprime en disant que l'arc et la corde sont des infiniment 
petits équivalents. Il résulte de là qu'on peut écrire 

,. corde MM' 
«£ = lim • 

A/=o Ai 

Celle remarque peut être utile pour avoir l'expression de s dans un 
système d'axes cartésiens obliques. Désignons, en eiTet, comme on le 
fait d'ordinaire, par X, ja, v les angles yOz^ zOx^ xOy des axes de 
coordonnées. La distance de deux points de coordonnées .r, y^ 3, 
X -h Ax, y -f- Ay, 5 + As, a pour carré 

Lx^ -f- A^» -h A<8* -4- 2 A^ A« cosX H- '2 A« Aar cos [L-^'xHkX ^y cosv. 

En divisant cette expression par A/^ et faisant tendre Ai vers zéro, 
on obtient 

s\' = x'^-i^y^-i^z'^-^ '?.y z' co%\-\- \>.z'x' cosfx H- ix'y cos^. 

Cherchons encore l'expression du carré de l'éiémenl de l'arc en 
-coordonnées semi-polaires et en coordonnées polaires. 
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On passe du système de coordonnées cartésiennes recta ng:ulaires 
x^ y^ z au système de coordonnées semi-polaires r, A, 5, en posant 

ar = rcos4', ^ = rsin4'» a = >5, 

on constate que dx^ -|- dy- se transforme en dr^-^ /•* rf'i*. 
La formule 

se transforme donc en 

di^ = </r« -4- r* e/^« -h rfz». 

On passe du système de coordonnées semi-polaires r, ♦]/, z au sys- 
tème de coordonnées polaires p, (l, A, en posant 

/•=psin6, ^=pcos6. 

L'expression précédente de ds^ se transforme en 

ds'^ = dp* -^ p« rfe« -h p» sin«6 i^^/». 



II. — Aires planes. 

148. On a défini (n" 49, p. 44) 'a notion de domaine. On sait en 
particulier ce que c'est qu'un domaine plan borné. 

Lorsque la frontière d'un domaine plan borné est constituée par 
un nombre Ji ni de portions de droites, nous dirons que c'est >un 
domaine polygonal. C'est le cas, par exemple, pour un polygone (au 
sens ordinaire de la Géométrie), pour l'ensemble de plusieurs poly- 
gones, pour la région annulaire comprise entre deux polygones dont 
l'un est intérieur à l'autre. 

Nous dirons que deux domaines n'ont aucune partie commune ou 
qu'ils sont extérieurs, s'ils ont au plus comme points communs des 
points de leur frontière. * 

Rappelons qu'un polygone convexe est tout entier d'un même côté 
par rapport à la droite obtenue en prolongeant un quelconque de ses 
côtés. Il en résulte que le segment obtenu en joignant deux points 
intérieurs à un polygone convexe ne contient que des points inté- 
rieurs au polygone. 

Tout domaine polygonal peut être considéré comme la réu- 
nion d^un nombre fini de polygones cons^exes n^ayant deux à 
deux aucune partie commune. 
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En effet, soit D un domaine polygonal. Prenons un carré G conte- 
nant intérieurement le domaine D. Prolongeons indéfiniment les 
segments de droite dont l'ensemble constitue la frontière de D. 

Si Ton remarque qu'une droite prolongée indéfiniment partage un 
polygone convexe en deux polygones convexes, on voit que l'en- 
semble de ces droites partage G en un nombre fini de polygones con- 
vexes; soit (/>) l'ensemble de ces polygones. Ghacun des polygones/) 
ne contient intérieurement aucun point de la frontière de D. Il en 
résulte que, dans un polygone />, il est impossible qu'il y ait inté- 
rieurement deux* points dont l'un serait extérieur à D, l'autre inté- 
rieur à D, car le segment joignant ces deux points devrait contenir un 
point de la frontière. Il y a, par suite, deux catégories de poly- 
gones p : les uns sont contenus dans D, les autres n'ont aucune partie 
commune avec D, L'ensemble des polygones delà première catégorie 
constitue le domaine D; cela établit la proposition énoncée. 

Nous admettons, comme résultant de la géométrie élémentaire, 
qu'à tout domaine polygonal est attaché un nombre appelé aire du 
domaine, possédant les deux propriétés suivantes : 

i" Deux domaines polygonaux égaux ont même aire; 

2** Le domaine polygonal formé par la réunion de deux domaines 
polygonaux n'ayant aucune partie commune, a pour aire la somme 
des aires de ces deux domaines partiels. 

149(*). Soit maintenant D un domaine plan borné quelconque. 
On appelle aire de D un nombre /'lus grand que Vaire de tout 
domaine polygonal contenu dans D et plus petit que Vaire de tout 
domaine polygonal contenant D, ceci dans l'hypothèse où il existe 
un et un seul nombre possédant ces propriétés. 

Tout domaine polygonal contenu dans D est contenu dans tout do- 
maine polygonal contenant D. Si l'on considère, d'une part, les aires 
de tous les domaines polygonaux contenus dans D, d'autre part, les 
aires de tous les domaines polygonaux contenant D, on a deux en- 
sembles de nombres, tout nombre du premier étant inférieur à tout 
nombre du second. Les nombres du premier ont une borne supé- 
rieure A, les nombres du second ont une borne inférieure A', et 
l'on a 



(^) Dans ce numéro, nous désignons par une même lettre un domaine et son aire. 
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Pour qu'il existe une aire pour le domaine D, il faut et il suffit 
que Ton ait 

A = A'. 

Pour cela, il faut et il suffit que, quel que soit le nombre positif c^ 
on puisse trouver un domaine polygonal P contenu dans D, et un 
domaine polygonal P' contenant D, tels que 

P' — P < Ê. 

Supposons que cela ait lieu. Désignons par K Te domaine poly- 
gonal qui, ajouté à P, constitue P'; on a 

K<6. 

La frontière de D est contenue dans le domaine K, de sorte que, 
s'il y a une aire pour D, la frontière de D peut être renfermée 
dans un domaine polygonal d'aire plus petite que e. 

La réciproque est vraie. Supposons qu'étant donné e >- o, on 
puisse trouver un domaine polygonal R renfermant la frontière de D 
et d'aire inférieure à e. Prenons un carré C contenant D, prolon- 
geons indéfiniment les côtés dont l'ensemble constitue la frontière 
de K. Nous divisons ainsi C en un nombre fini de polygones convexes 
qui sont de diflerentes sorles ; comme chacun d'eux ne contient inté- 
rieurement aucun f)oinl de la frontière de K, les uns sont contenus^ 
dans K., et K est formé par leur réunion, soit (a) celte première caté- 
gorie; les autres n'ont aucune partie commune avec K^ par suite, iU 
ne contiennent aucun point de la frontière de D; deux cas sont pos- 
sibles : ou bien ils sont contenus tout entiers dans D [catégorie (^)\ 
ou bien ils sont tout entiers extérieurs à D [catégorie (y)]. Soient P 
le domaine polygonal formé par la réunion des polygones (3), P le 
domaine polygonal formé par la réunion des polygones (a) et (^K 
P est contenu dans D, et P' contient D. La différence P' — P est 
égale à K, donc 

P— P<e. 

En résumé, pour qu'il y ait une aire^ il faut et il suffit que, 

quel que soit le nombre positif e, la frontière de D puisse être 

renfermée dans un domaine polygonal d'aire plus petite que e. 

L'aire ainsi définie satisfait aux conditions suivantes : 

i" Deux domaines égaux ont même aire, car les deux aires sont 

les bornes supérieures de deux ensembles de nombres identiques, à 
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savoir les aires des domaines polygonaux respectivement contenus 
dans les domaines donnés. 

2" Soient D, et D.^ deux domaines n'ayant aucune partie com- 
mune, D le domaine formé par leur réunion. Soit e > o. 

On peut trouver des domaines polygonaux : P| contenu dans D,, 
P\ contenant D», P^ contenu dans D-j, l^^ contenant Dj, tels que 

Pi<D, :P,-he, Pî<D,<PtH-e. 

P, el Pa n'ont aucune partie commune, et leur réunion constitue un 
domaine polygonal P contenu dans D. Soit H le domaine polygonal 
formé par la réunion de P', et P'^. Il contient le domaine D et Ton a 

ni^P;-+-Pi<P-i-AÊ. 

Ainsi D est compris entre deux domaines polygonaux dont les aires 
diflerent de moins de 2 s. Comme € est arbitraire, cela signifie qu'il 
existe pour D une aire; cette aire est supérieure à tous les nombres 
P, -h Pa, inférieure à tous les nombres P, -h Pa -+- 2e; donc elle est la 
somme des aires de D| et Dj. 

Inversement, si un domaine D est formé par la réunion de deux 
domaines D, et D2 n'ayant aucune partie commune, et si D et Di ont 
des aires, D^ a aussi une aire que l'on obtient en retranchant de l'aire 
de D l'aire de D| . En efl'et, d'abord il y a une aire pour le domaine D2, 
car sa frontière, étant formée par des parties des frontières de D et D<, 
possède la propriété de pouvoir être enfermée dans un domaine poly- 
gonal d'aire plus petite que tout nombre donnée l'avance. D'après ce 
qui précède, on a alors, entre les aires de ces trois domaines, la relation 

D =D,-hD„ 
d'où 

Dj= D — D,. 

Il suit de là que, si un domaine I) du plan peut s'obtenir en réu- 
nissant différents domaines D,, Da, . . ., D/i et en retranchant d'autres 
domaines D', , D!,, ..., D'^^, on a 

aire D = aire D] H-. . .-{- aire D/, — aire D[ — . . . — aire D^.. 

150. Rapportons le domaine D à deux axes rectangulaires Ox, Oy 
et effectuons un carrelage plan au moyen de parallèles aux axes 
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distantes de p. A chaque carrelage on obtient des carrés de difle- 
rentes sortes : 

i" Des carrés entièrement contenus dans D; 

2° Des carrés n'ayant aucune partie commune avec D ou, 
comme nous dirons, extérieurs à D; 

3® Les autres carrés seront dits empiétant sur D; chacun d'eux 
contient des points de la frontière F de D, car il contient intérieure- 
ment des points intérieurs et des points extérieurs à D. 

Je dis que l'aire totale des carrés de la troisième catégorie tend 
vers zéro avec p. Pour cela, je vais montrer que l'aire totale des 
carrés rencontrant la frontière de D tend vers zéro avec p. 

Remarquons d'abord que, si l'on a dans le plan un segment de 
droite .\B, les carrés d'un carrelage de côté p qui rencontrent AB 
sont compris dans un rectangle obtenu comme il suit : on prolonge 

AB de part et d'autre de pv^>i; on considère le rectangle qui a pour 
base médiane le segment ainsi obtenu et qui est compris entre deux 

segments égaux et parallèles, à la distance py/u du premier. Un carré 

rencontrant AB a tous ses points distants de AB au plus de py'2. 
Donc il est compris à l'intérieur de ce rectangle. Or, Taire du rec- 
tangle tend vers zéro avec p. Il suit de là que, dans un carrelage plan, 
la somme des aires des carrés qui rencontrent \B tend vers zéro 
avec p. 

Si nous considérons un nomhre Jini de portions de droites telles 
que AB, la somme des aires des carrés d'un carrelage de côté p ren- 
contrant l'un ou l'autre de ces segments tend encore vers zéro avec:. 

Cela étant, revenons au domaine D qui, par hypothèse, a une aire. 
e étant un nombre positif donné, on peut renfermer la frontière F 
de D dans un domaine polygonal K d'aire plus petite que s. Soit L 
la frontière de K. Les carrés d'un carrelage qui rencontrent la fron- 
tière F de D sont, ou bien parmi les carrés qui rencontrent la fron- 
tière L de K, ou bien parmi les carrés entièrement contenus dans K. 

Or, ces derniers ont une aire totale plus petite que e. Ceux qui ren- 
contrent L ont une aire totale qui tend vers zéro avec p. Donc, Jès 
que p est assez petit, les carrés rencontrant F ont une aire totale plus 
petite que ae. Comme e est arbitraire, cela exprime que cette aire 
tend vers zéro avec p. Donc les carrés de la troisième catégorie 
(empiétant sur D) ont une aire totale qui tend vers zéro avec p. Nous 
en lirons la conclusion suivante : 

Etant donné un domaine D rapporté à deux axes rectangu- 



II. 



AIRES PLANRS. 



I53 



lairesy si Von effectue par des parallèles aux axes un carrelage 
plan de côté p, la somme des aires des carrés entièrement contenus 
dans D a pour limite, quand p tend vers zéro, Caire de D. 

loi. Évaluation des aires planes, — Prenons d'abord le cas 
particulier suivant : on considère en coordonnées rectangulaires un 
arc de courbe AB représenté par Féquation 

X variant dans un intervalle (a, 6), f{x) étant une fonction continue 
et positive. Soit D le domaine limité par Tare de courbe A.B, les 
ordonnées extrêmes Aa, BA et Taxe 0.r {Jig* 2). 

Kig. A. 




Partageons l'intervalle (a, b) en intervalles partiels par des valeurs 
intermédiaires 

Soient a/_i, «/ les points de Ox ayant pour abscisses x/_|, Xi, 
Menons les ordonnées correspondantes qui rencontrent la courbe 
en A|«i et A/. Soient m/ et M/ les bornes inférieure et supérieure de/ 
dans l'intervalle (^i_i, xi)] construisons les deux rectangles ayant 
pour base commune ai^^ai et pour hauteurs, l'un m/, l'autre M/. Ils 
ont respectivement pour aires 

mi{xi— Xi-x ), M,-(xi— Xi-i ). 

Le domaine partiel limité par l'arc A/_i A/, les ordonnées âf|_i A|_i, 
ai Ai et l'axe Ox, est compris entre ces deux rectangles. Le domaine D 
est donc compris entre deux domaines polygonaux ayant pour aires 
les nombres 



es 
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D'après la théorie de Tintégrale définie, lorsque la loi de partage de 
rintervalle (a, b) varie, il y a un nombre déterminé supérieur ou 
égal aux premières sommes, inférieur ou égal aux secondes. Ce nombre 

i l'intégrale 1 /(x)dx. Il en résulte que le domaine considéré a 

une aire qui est / f{x)dx ou encore / ydx. 

Si, sur AB, on prend un point variable M d'abscisse Xy on peut dire 
que l'aire du domaine a//îMA, m élant le pied de l'ordonnée du 

point M, est une fonction de x représentée par l'intégrale / y dx, 

• /i 
Cette fonction a donc pour dérivée la fonction y z=zf(^x). 

On dit aussi que l* élément différentiel de faire esiydx^ ou 

encore que Vaire élémentaire est rrfj?. 

Considérons, par exemple, une ellipse rapportée à ses axes 



- -T- ^ — I = o 
a* b* 



ou 



V = — Ja^ — a:*. 



Prenons deux abscisses j;,», x^ et cherchons l'aire A de la portion de 
plan située au-dessus de Ox, limitée par l'arc d'ellipse, les deux 
ordonnées correspondant à x» et x% et l'axe des x. On a 



A=/ Y dx = — I Ja^ — ar* dx. 



Pour intégrer cette expression, posons x =i a sin©, d'où 

dx =z aco%^ d^f V^rt*- - ar*= acos^, 



ç étant compris entre — - et -• Il vient 






A = — / a* cos* ^d^ = ab I ( —^ ^ J ^ç, 

cpo et 'f I correspondant à Xq et x^ L'intégration donne 

Rn particulier, pour J7o= ^^i ^« = 'Tt, on obtient l'aire du quart de 
l'ellipse, o varie de o à - et l'on a A = tt -— . 
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lo2. Pour évaluer l'aire d'un domaine de forme plus compliquée^ 
on cherche à ramener cette aire à des sommes ou à des différences 
d'aires de domaines rentrant dans les conditions précédentes. Consi- 
dérons, par exemple, la région du plan limitée par deux ordonnées 
jr == a, X := 6(a<; 6)etdeuxcourbesy =y(j7),j' = ç(ir), avec/^cp. 

Supposons d'abord o >► o. On reconnaît que le domaine D est la 

différence de deux domaines Di et D^ dont le premier est limité par 

jK=/(-^)î les ordonnées extrêmes et Ox^ le second par j^ = '^(x), 

les ordonnées extrêmes et Ox. D'où l'expression suivante de l'aire A 

du domaine D 

X= j f{x)dx — / ^(x)dx= I (/ — r^)dx. 

Si l'on déplace Ox parallèlement à lui-même, ce qui revient à faire 
un changement de variable de la forme j^ = y'4-A, f — cp reste 
constant, de sorte que l'intégrale ne change pas. Donc le résultat 
reste valable quelle que soit la position de O^ par rapport à la 
courbe y = ç(^); on peut donc lever la restriction de îp >> o. 

On a des résultats analogues en permutant le rôle des variables x 
ely. 

153. Si un domaine est rapporté à des axes obliques faisant l'angle 8 
et si l'on a une courbe 

y étant positif, on reconnaît que l'aire d'un domaine élémentaire com- 
pris entre deux ordonnées voisines d'abscisse x el x -\-' dx est 

de sorte que l'aire du domaine est l'intégrale 



iinO I ydx. 



ISl. Considérons le cas des coordonnées polaires. Soit 

l'équation d'une courbe, w variant dans un intervalle (a, 6) etp étant 
positif dans cet intervalle. Soit D le domaine compris entre l'arc de 
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courbe AB et les rayons extrêmes <!)=:«, tù = b {fig> 3). Divisons 
l'intervalle (a, b) en intervalles partiels par les valeurs intermédiaires 

a = a>o, o>|, Wj, . . . , Mn- \t w,i = h. 
Le domaine partiel compris entre les rajons d'angle polaire eu/.,, 




u)| est compris entre deux secteurs circulaires d'aires respectives 

mi et M| ëtant les bornes inférieure et supérieure de f dans l'inter- 
valle (w/_|, W|). On en conclut que l'aire du domaine total, qui doit 

être supérieure ou égale aux nombres 7^'wj^((0/ — W|_ï) et infé- 
rieure ou égale aux nombres "51'^/ (^' — ^/-O' ^^^ représentée par 
l'intégrale 

b 

dm. 






III. — Intégrales doubles. 

loo. Soit IJ un domaine plan borné ayant une aire A et rapportée 
deux axes rectangulaires Ox^ Or. So\if{x^y) une fonction définie 
en tout point de D et continue. Imaginons qu'on divise D en domaines 
partiels, par exemple en ell'ectuant un carrelage par des parallèles 
aux axes, ou tout autrement. Désignons les domaines partiels 
obtenus, ainsi que leurs aires respectives, par o-|, (J2, ..., o",^. Dans 
le domaine o-/, prenons arbitrairement un point (j:/, yu) et formons 
la somme 



(ï) 2-^(^1.7 



i)^i' 
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Considérons une suite de partages P,, P^, . . ., Pa, . • • telle que, 
quel que soit le nombre positif a, chacun des domaines partiels, à 
partir d'un certain rang dans la suite, est contenu dans un carré de 
côtés parallèles aux axes et de côté plus petit que a; nous exprime- 
rons, d'une manière abrégée, cette condition en disant que Von fait 
varier le partage de fax^on que les domaines partiels deviennent 
infiniment petits dans toutes leurs dimensions. Je dis que, dans 

ces conditions, la sonime 7j{'Ci',yi)^i o- une limite déterminée. 

Soient M et m les bornes de / dans D, M/ et mi ses bornes dans 
le domaine partiel t/. Du fait que Ton a 

résulte 
Posons 

nous appellerons ces deux nombres somme inférieure et somme 
supérieure. Comme M|£M, nii^m^ on a 

Etant donné un premier partage, considérons-en un second, qui 
sera dit consécutif au premier, obtenu en subdivisant chaque do- 
maine partiel du premier en certains domaines partiels. Pour passer 
de la somme supérieure S relative au premier à la somme supé- 
rieure S' relative au second, on doit remplacer chaque terme M,<j/ 
par une certaine somme de termes. M/ et a-/ jouant, par rapport à 
cette somme, le rôle que jouaient précédemment M et \ par rapport 
à la somme S. 

Par conséquent, M/o"/ est remplacé par des termes dont la somme 
est moindre. Donc, en passant du premier partage au second, S ne 
peut que diminuer; de même, s ne peut qu'augmenter. 

Toute somme supérieure est au moins égale à toute somme infé- 
rieure. Soient, en effet, deux partages P et P', S la somme supérieure 
relative à P, s' la somme inférieure relative à P'. Prenons un troisième 
partage, consécutif aux deux premiers (on obtiendra un tel partage en 
prenant, de toutes les manières possibles, le domaine commun à un 
domaine a relatif à P et à un domaine ^ relatif à P'). Soient S" et 
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/ les sommes relatives à ce partage. Nous avons 

S-:S', ^i$\ S'^s', 
on en déduit 

S ^s. 

On peut trouver une somme supérieure et une somme inférieure 
différant d^aussi peu que l'on veut. En effet, nous avons 



8 — 5 = ^(M/— /n/)cj/. 



La fonction / étant continue dans le domaine D, à tout nombre 
positifs on peut faire correspondre un nombre a >> o tel que les 
conditions 

entraînent 

l/(^,r)-/(^'iy)l<e. . 

Effectuons alors un partage dans lequel chaque domaine partiel soit 
contenu dans un carré de côtés parallèles aux axes et de côté plus 
petit que a. Les nombres M/ et /w/, bornes de y dans un domaine par- 
tiel (j|, diffèrent entre eux de moins de e. Il en résulte que Ton a 

S— 5<e^(T/=eA, 

et £ A peut être rendu aussi petit que Ton veut. 

Dans ces conditions, les nombres s d'une part, S de Tautre, sont 
tels que la borne supérieure des s est identique à la borne inférieure 
des S. Soit I ce nombre. 

Considérons une suite de partages P,, P^, ..., Pa, ... remplissant 
les conditions indiquées dans Ténoncé. Soient S^ et $h les sommes 
relatives au partage P^. Choisissons un nombre positif t et détermi- 
nons le nombre a qui lui correspond d'après la loi indiquée. A 
partir d'un certain rang dans la suite des partages, les conditions 
précédentes sont réalisées et l'on a 

S/* — 5/i< tk. 

Comme ces deux nombres S^i et s h comprennent entre eux le 
nombre I, ils ont tous deux pour limite L La somme (i), étant 
comprise entre Sa et .v>i, a donc aussi une limite déterminée qui est 
le nombre 1. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

I est dit V intégrale double de la fonction f étendue au do- 
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maine D. On la représente ainsi : 

ou encore 

I = / l f(x, y)dxdy. 

156. Remarques, — i" Il résulte des propriétés des sommes S 
et s que l'on a 

m\^ I f /(x,y)dxdjr<MX, 
et, si G est la borne supérieure de la valeur absolue de/, 






y)dxdy 



GA. 



2" Si D est constitué par la réunion de plusieurs domaines D|, 
D.2, . . ., D>^^ on a 

f f/d7= f f/d<j+ f rfd<,+...+ f f/d,. 

11 suffit, pour le voir, de considérer des partages obtenus en par- 
tageant d^abord D suivant D|, D.^, ..., D^, puis chacun de ces 
domaines en nouveaux domaines partiels. 

3" Si y est de la l'orme 

a^ 6, . . ., c étant constants, ou a 

/ lfd<s = aj l^dfj-hbl I ^d<7 -h.,,-i-c j j d da. 

En eii'et, les diHerentes intégrales figurant dans cette équation 
peuvent être considérées respectivement comme les limites des 
sommes suivantes : 

^A^hyi)^i, ^^(^hyi)^i'. ^'\'i^i.yi)<^i, ..., ^^(^i, ^i)<y/, 

obtenues en prenant partout le même point (jc,, )/). 
Or on a, entre ces sommes, la relation 
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En prenant les limites des deux membres, on obtient la relation à 
démontrer. 

4" I peut être considéré comme la limite de la somme T/(xijyi) t/, 
2' étant la somme S diminuée des termes correspondant à certaines 
aires, pourvu que l'aire totale des éléments négligés tende vers 
zéro lorsque les aires partielles deviennent infiniment petites 
dans toutes leurs dimensions. En effet, posons 



2 /( a?/, yi ) d/ = 2 /( a:/, y, ) d/ 



a. 



Soit B Taire totale correspondant aux termes négligés; on a |a| -< BG, 
G étant la borne supérieure du module de / dans le domaine D. 
Si B tend vers zéro, il en est de même de a. Donc S' a même limite 



que 2). 



Par exemple, si nous effectuons un carrelage plan de côté p par 
des parallèles aux axes, la somme S' obtenue en ne conservant dans S 
que les termes correspondant aux carrés entièrement contenus 
dans le domaine D, soit ^'/(j:/, ^/) p*-^, a pour limite r intégrale 

double I I f{x^y^) rfo-, quand p tend vers zéro, 
:V' Siy se réduit à i, on reconnaît que Ton a 



/ / dx dy =■ A. 



io7. Évaluation des intégrales doubles, — Considérons le cas 
particulier suivant. Soit fi^x^ y) une fonction définie dans le rec- 
tangle R compris entre les droites 

X — a ^ X = h , (a C b ), 

y = a', y = b' (a'<b'), 

/ élAiil indépendante de jc, c'est-à-dire constante sur toute parallèle 
à ox. Je dis que l'on a dans ces conditions 

(I) f f/{^.y)d<J = {b^a) j fix,y)cly. 

En effet, partageons R en rectangles partiels par des parallèles à ox 
d'ordonnées 

7),= a, r^i, ..., ■'i«-i, "'1/1=^', 

et par des parallèles quelconques à o j^. 
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Mi étant la borne supérieure de /dans l'intervalle (tj/_4, Tj/), l'in- 
tégrale simple qui entre dans la formule (i) à démontrer peut être 
considérée comme la limite de la somme 



/=/» 



2^ Mi(t^ii — ■n/-i)- 



/=i 



D'autre part, l'intégrale double est la limite de la somme obtenue 
en prenant les différents rectangles partiels, en multipliant l'aire de 
chacun d'eux par la borne de /dans ce rectangle. Pour tous ceux de 
ces rectangles qui sont compris entre les droites y = Ti/_i et y = rny 
la borne supérieure de / est M/, de sorte qu'à ces rectangles corres- 
pond une somme de termes qui est 

(6 — a)M/(7i/— 7i/_,). 

En prenant la somme des termes analogues pour tous les inter- 
valles {fii-i, TTj/), on trouve 

Cette expression a donc pour limite chacun des deux membres 
de l'égalité (i), qui est ainsi établie, et qui peut encore s'écrire 

/ f/(^^y)d9= f dx f /{x,y)dy. 

Nous allons étendre cette formule. 

138. Soit D un domaine limité par deux ordonnées ;r = a, x = b 
et deux courbes y, y' (Jig' 4) représentées par les équations 

y = ^(x), y = b'(x), 

6 et 8' étant fonctions continues de x dans l'intervalle (a, b) et telles 
que 6' soit plus grand que 8, sauf peut-être pour les valeurs extrêmes, 
où l'on peut avoir 8' = 8. 

Soit/(j?, y) une fonction définie dans le domaine D et continue. 
Soit € >■ o; il existe un nombre positif a vérifiant les deux conditions 
suivantes : 

B. II 
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I ** I 07 — o/ 1 <C a entraîne 



|e(a?) — e(ar')|<e, |e'(ar) — e'(ar')|< e. 



2^ Les deux conditions 



entraînent 



\x—x'\ <a, ly — y'K^ 
l/{^ir)-/(^'.y)l<6. 



Partageons Fintervalle (6 — a) en intervalles partiels /•, /j, ..., 
//, ..., In dont nous désig;nons les longueurs respectives par les mêmes 
lettres, ces longueurs étant toutes plus petites que a. Soit .r/ une 
valeur de x prise dans Fintervalle /|. La droite x =:Xi coupe les deux 
courbes y, ^ en deux points P/, Q/ d'ordonnées yi et y) , Soient 
{Jlg' 4) R-i la portion du domaine D comprise entre les ordonnées 

Fig, 4. 




extrêmes de l'intervalle //, R', le rectangle compris entre les mêmes 
ordonnées et les parallèles à ox menées par P/ et Q/, Rj la région 
commune à R/ et à RJ- . D'après les conditions imposées à a et à /î, les 
fonctions 9 et 0', dans l'intervalle //, ont une oscillation plus petite 
que s. Les portions de courbe y = ^'(a:), y = ^(x) correspondant à 
l'intervalle Z/ sont donc respectivement à l'intérieur de deux rec- 
tangles limités tous deux par les ordonnées extrêmes et bornés, en 
outre, l'un par les droites d'ordonnées j^ — e?y/4-e (EFGH,^^. 4), 
l'autre par les droites yi-f- e, yi — e (URL). Le rectangle FGLI 
limité par les mêmes ordonnées extrêmes et par les droites d'ordon- 
nées Yi — £, 7"/-He contient R/, R^ et, par suite, R*. Le rectangle 
EHKJ limité par les mêmes ordonnées extrêmes et par les droites 
yi H- e, y'i — e est compris à la fois dans R/ et R'^, par suite dans R). 
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Or, ces deux rectangles auxiliaires ont pour différence d'aire 2 x âe //. 
Par suite, deux quelconques des régions R/, R^, RJ ont des aires qui 
diQerent de moins de 4^ 'i- 

Cela posé, prenons une fonction auxiliaire 9 qui sera définie dans 
le rectangle R^- par la condition d'être égale à / sur le segment de 
droite P| Q/ et d'être constante sur toute parallèle à ox, 11 résulte de 
là et de la condition 2** imposée à a qu'en tout point de R', où/*et o se 
trouvent définies toutes deux, la différence y — cp est inférieure en 
valeur absolue à e. D'ailleurs <p rentre dans le cas du n** 157 et 
l'on a 

(iiherchons à évaluer une limite supérieure de la différence 

•/ / fd^— { i ^df:. 

Cette différence est inférieure en valeur absolue à la somme des 
valeurs absolues des trois différences suivantes : 

flt'-Jl^'^^ fl{'''-ff/'"' fX^'^-fX;''^- 

La première différence n'est autre que l'intégrale / / (/ — o) da. 
Nous savons que l'on a \/ — cp | <; s, d'où résulte 



I J »/r» 






ieR^^eR/. 



La seconde différence est l'intégrale double de / étendue au do- 
maine R/ — R^. Nous avons vu que ce domaine a une aire plus petite 
que 4ê ^i' D'autre part, y est borné; soit G la borne supérieure de son 
module. La seconde différence est plus petite en module que 4Ge /|. 

La troisième différence est l'intégrale de © étendue au domaine 
R^. — R*^ dont l'aire est plus petite que 4e^<- D'ailleurs on a |ço|<G. 
Donc la troisième différence est plus petite en module que 4Ge/,-. 

On a donc 



IX/'-fX''' 



<e(R/-i-8G//), 
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de sorte que l'on peut écrire 

/ / fd^ = U ( fi ^i, y)dy^ Ti/ 

avec 

|T,/l<e(Rx-^8G//). 

Appliquons ce résultat à chaque valeur de i et ajoutons membre à 
membre les relations obtenues; on obtient 



avec 



2^/<E|AH-8G(é^-a)]. 



Remarquons que l'intégrale simple / f{^h y) dy ou encore 

f fi^hy) dy contient j:/ comme paramètre et est fonction con- 

linue de ce paramètre. Désignons-la par ^{^i)' Si l'on fait varier la 
loi de partage de l'intervalle (a, b) de manière que la plus grande 
longueur des intervalles partiels tende vers zéro, le premier terme du 
second membre de (i) a pour limite l'expression 

et, comme e est aussi petit que l'on veut, Syji tend vers zéro. Nous 
avons finalement la formule 



/ //(-a?, r)^«^= / ^{^)dx. 



ou, en remplaçant •^(^) par sa valeur, 



/ /i^,y)d<T= dx Ax,y)dy, 



159. Soit, par exemple, à évaluer l'intégrale double / f-^yd^ 

étendue à la portion A, située dans Tangle a:oy^ de l'ellipse ayant pour 
équation 



x^ v* 
a* 6* 



On a, en appliquant la formule précédente, 
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i. 
I 



-v/Hï^^F» 



/ I ^y d(j = I dx l xy dy, 

/ / xy d^ = — j / a?(a* — x^)dx. 

On est ramené à calculer une intégrale de polynôme. 

160. Si le domaine D auquel est étendue l'intégrale double qu'on 
considère est de forme quelconque, on cherche à le décomposer en 
domaines rentrant dans les conditions précédentes. 

Les considérations précédentes sont applicables si l'on permute le 
rôle des lettres x, y. On est encore ramené au calcul de deux intégrales 
successives, la première s'inlégrant par rapport à x, la seconde par 
rapport à y. 

Si le domaine D est un rectangle de côtés parallèles aux axes, 
limité par les droites ^ = a, a: = 6, ^ = a', ^ = 6', en évaluant de 

deux manières / / /^o", on obtient 

\ dx I f{x,y)dy= 1 dy 1 /(x,y)dx. 

Cette formule peut être appelée formule d^ intégration sous le 
signe / • 

161. Changement de variables linéaire dans l^ intégrale 
double* — Considérons la transformation définie par les formules 

37 = aw -f- ôt' H- c, y = a' u ->(- h' V ->(- c' , 

le déterminant 

D= ^ ^ 
a' b' 

étant supposé différent de zéro. Si l'on considère les systèmes de 
variables (x, y)^ (w, v) comme représentant respectivement les coor- 
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données cartésiennes d'un point du plan des (x, y) et d'un point du 
plan des (m, (^), on sail qu'il y a entre ces deux points une correspon- 
dance homographique qui possède les propriétés suivantes : 

Si le point {u^ v) décrit dans son plan un segment de droite, le 
point {x^ y) décrit aussi dans son plan un segment de droite. A deux 
segments parallèles dans le plan (u, v) correspondent dans le 
plan (^, y) deux segments parallèles. 

Si le point (u, i^) prend toutes les positions à l'intérieur et sur le 
contour d'un triangle t^ le point {x^ y) prend toutes les positions à 
l'intérieur et sur le contour d'un triangle T correspondant à t. 

Si (i/o^o)) (^i(^i)) ('^2^2) sont les coordonnées des sommets de Ij 
les sommets de T ont pour coordonnées {x^ y^)^ {x\ y^)^ (^2j'2) 
donnés par 

iFo = a Wq ■^- ^ t'o ~^" ^» arj = a 1*1 -h , . , , xj = a Wt -H . . . , 
L'aire du triangle t est égale à la valeur absolue du déterminant 





Mo 


«'O 


I 


I 








p- 


M, 


V\ 


1 


2 










"î 


^t 


I 



de même celle du triangle T est la valeur absolue de 



I 

'2 



au^-k- bvQ-\- c a! u^ 



auf 



bv\ 
bçf 



c I 



b'vo 
a'Ui-h b'çi-i- c I 
-i- c a' Uf-h b' Vi-^- c* I 



Or, ce second déterminant est égal au produit 



"0 


«'O 


I 




M, 


fl 


I 


X 


Ui 


Vt 


l 





abc 
a' b' c' 
o o I 



On a donc la relation 



aireT = airei |D|. 



A tout domaine polygonal du plan des (u, v) correspond un domaiue 
polygonal du plan des (x^y). Tous deux peuvent être décomposés en 
triangles qui se correspondent deux à deux. 11 en résulte que le rap- 
port de l'aire du second domaine à l'aire du premier est égal à | D |. 

On en conclut qu'^ un domaine quelconque du plan des (u, v) 
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correspond un domaine du plan des (j?, y), le rapport de Vaire 
du second domaine à Vaive du premier étant \ D |. 

Cela posé, considérons une intégrale double / / fdx dy étendue 

à un domaine A du plan des (a?, y). Par la transformation précédente, 
à A correspond un domaine a du plan des (a, p), et l'on a 

A =a|D|. 
Si l'on imagine A partagé en domaines partiels a-/, on a 



/ I /(^7y)d(J = lim^/(rF/,^/)ff/. 



A 9-/ correspond dans le plan des (u^ r) un domaine <t'^ tel que Ton a 

• a/ = a;.|D|. 

Au point {'Xi^yi) correspond un point («//, r/) dont les coordonnées 
satisfont aux relations 

Xi = aui -H bvi -h c, yi =ia' Ui-+- b'vi 4- c' , 
et Ton peut écrire 

2/^^'' •^'' ^ ^' = Z^A ^"/ -»- ^ï'/ + c, a' w/ -H 6V/ H- c' ) I D I a'/. 

Posons 

f{au -h ^c' -h c, a' u -h 6'i^ -h c') = F(m, p). 

La somme qui figure dans le second membre devient 

La première somme\]/(.ri, j^i)^! a pour limite 

JJ/i^yy)dxdy, 

et la seconde somme, ^F(//|-, Vi) | D | aj, dans les mêmes conditions, 
a pour limite l'intégrale double 



f f?{u,v) \l>\dudç. 
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d^où la relation 

/ / /(^>^)^^û(^ = / I f(au-^bv -h c^ a u-h b'\f-hc')\D \dudQ. 

Si Ton remarque que D est le déterminant fonctionnel de x^y par 
rapport à u, t^, on voit que le changement de variables se fait en sub- 
stituant les nouvelles variables aux anciennes dans la fonction sous 

le signe / / et en multipliant cette fonction par la valeur absolue 

du déterminant fonctionnel des anciennes variables par rapport aux 
nouvelles, la nouvelle intégrale double étant étendue au domaine a 
qui correspond au domaine donné A. 

Nous allons étendre cette règle au cas général. 

162. Cas général du changement de variables, — Considérons 
un changement de variables définissant une transformation de plan à 
plan dans les conditions suivantes : 

i" On a 

<p et i{^ étant fonctions continues de m, v quand le point (z^, v) est dans 
un certain champ borné A de son plan. On suppose qu'à deux points 
distincts du domaine A correspondent deux points (x^ y) distincts. 
Il suit de là qu'à un point (.r, y) ne correspond qu'un seul point 
(m, s^). 

Quand (% par exemple, reçoit une valeur fixe v^^ si u varie, {^^^y) 
décrit un arc Cq défini par 

a7 = cp(M, Po), y = ^{u,v^). 

Quand i'o varie en prenant toutes les valeurs de son intervalle de 
variation, l'arc de courbe Go balaye un certain domaine D. Ce do- 
maine D a pour frontière l'ensemble des arcs de courbe correspon- 
dant aux côtés du rectangle qui constitue le champ A. 

2° Les dérivées partielles de » et 6 par rapport à <i et (^ sont fonc- 
tions continues dans le champ A. 

3" Le déterminant fonctionnel ^\ , > qui est, d'après la condition 

D(u.w) * ' ^ 

précédente, fonction continue de ;/, v dans le champ A, ne s'annule 
pas dans ce champ. Il en résulte qu'il garde un signe constant. 
Cela posé, soit p un nombre positif; considérons dans le champ A 
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un carré abcd de côté p, les sommets a, 6, c étant 

A un point {u, v) de ce carré correspond un point (jr, y)j et Ton a, 
par la formule des accroissements finis (n" 81), 



(I) 



* 



C^l' 



(«', r'), (//", r") étant deux points intérieurs au carré. 

Les valeurs des dérivées qui figurent dans ces formules ont pour 
limites, quand p tend vers zéro, les valeurs de ces dérivées pour Mo? 

i-'o, soient -i, -2-, --^, --^ • \ s >■ o on peut faire correspondre 8 > o 

duo àvo àiiQ âvo r ^ 

tel que, si p <; 8, ce qui entraîne pour tout point {u^ \^) du carré 

M — Uo I < 8, I f — vo I < Ô7 



les valeurs des dérivées qui entrent dans (1) diffèrent de leurs valeurs 
en (moî ^0) de moins de e, d'où 



au 






<8, 



09 

ai 



0^ 
àvQ 



<e, 



Prenons alors pour valeurs approchées de x, y les valeurs Ç, tj sui- 
vantes : 



On a 
de même 






\x — 51 < e(M Uo ) -h t(v — Vo) <C. 'À zp j 



La distance du point {x,y) au point (;, r\) est donc inférieure 

à 4£p- 

Quand (m, r) décrit le carré abc l^ de ce que Ç et yj sont fonc- 
tions linéaires de w, r résulte que le point (Ç, V|) décrit un parallélo- 
gramme P. Soient A', B', C, D' ses sommets {Jig. 5). Son aire est 
donnée {Cf. n" 161) par la relation 



P = p« 



D( w, t»; 



= PMDo|, 
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en désignant par Dq la valeur du déterminant fonctionnel de 9 et ^l 
pour le point (wq, ^o)- 

Calculons la longueur des côtés de ce parallélogramme P. Les som- 





mets A' et B' correspondent respectivement à (M(,, i^^) et ( u^ 
d'où 



p, t'o^i 



UB')-Ç(V) = p ^. 



àut 



,(B',-r,(A') = pjJ^, 



et, par suite, 



— v/(S.)'*(a)' 

On obtient de même 

Soit G une limite supérieure dans le champ A des fonctions 



i/fëHS)'' \/WW> 



on a 



et, comme on a 



A'B'<Gp, A'C'<Gp, 



distance A'B' à G' D' = ^^ , 

A D 



il en résulte, en remplaçant Â'B' par une quantité plus grande, 

distance A' B' à G' D' > p« i^' . 

Op 



Par hypothèse (3®), D est fonction continue et ne s'annule pas; 
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donc I D I a une borne inférieure g positwCy et l'on a 



et de même 



distance A'B' à CD' > p ^, 



distance A' C à B'D'>p^. 



Assujettissons-nous à prendre ^ <! ht^ * de façon à avoir 

Si alors on trace de part et d'autre de chaque côté du parallélo- 
gramme P, et parallèlement à ce côté, deux parallèles qui en soient 
distantes de 4epî on forme un parallélogramme intérieur P, et un 
parallélogramme extérieur P2 {fig* 5). 

Cela étant, revenons au point (x, y). A chaque côté du carré 
abcd correspond dans le plan des {x^y) un arc de courbe. Ces 
arcs AB, BD, DC, CA constituent la frontière de la région R corres- 
pondant au carré ahcd. Comme la distance d'un point {x^ y) au 
point (Ç, -/j) correspondant est plus petite que 46p, l'arc AB, par 
exemple, est compris entre les parallèles à A'B' que nous avons tracées ; 
une conclusion analogue s'applique à BD, DC, CA, de sorte que la 
région R contient P| et est contenue dans P^; d'où, en désignant les 
aires de ces régions par les mêmes lettres, 

|R-P|<P,-P,. 

L'aire Pt — P| est la somme des aires de quatre trapèzes de hau- 
teur Sep ayant respectivement comme bases médianes les quatre côtés 
de P. On a donc 

p, — P, = 8Ep X 2(A'B'-i- A'C), 
d'où 

I R — P| <P,— P,<8e,ox 4Gp = 3!îGsp«. 

Le nombre SaGe peut être pris aussi petit qu'on veut, pourvu 
que p soit suffisamment petit, de sorte qu'on peut écrire, comme 
P = p^|Do 



(2) R = pï|Do|-f-T),p«, 

avec la condition que la borne supérieure tj des nombres | t^i | pour 
tous les carrés du champ A tend vers o avec p. 



lyà CHAPITRE III. — APPLICATIONS ET EXTENSIONS DE LA NOTION d'iNTÊGRALE. 

On peut exprimer aussi ce fait en disant que le rapport — tend 
uniformément vers \ Dq | lorsque p tend vers o. 

163. Cela posé, soit un domaine A du plan des (x, y) compris dans 
la région correspondant au domaine À du plan des («, r). Soit a la 
portion de A qui correspond à A. 

Considérons une intégrale double, / \ fi^x^y) dxdy, Poî 



»sons 



Effectuons dans le plan des (m, v) un carrelage de côté p, dans les 
conditions précédentes; en désignant par (j7o> J^o) 'c point qui cor- 
respond à (mo, «'o) de l'égalité (2) du numéro précédent, on obtient 

Écrivons pour tous les carrés entièrement contenus dans a les rela- 
tions analogues, et faisons la somme. Il vient 



ou encore 



(3) 2-^(^o,ro)R=2 F(wo,v«)p«|Do| -h2F(ao,i'o)p»r,,. 

Faisons tendre p vers zéro. D'après la théorie de l'intégrale double, 
(n" 156, p. 160), le premier terme du second membre a pour limite 

Ç Çy{u,s?)\ l^\dudv. 

Quant à la somme qui figure dans le premier membre, elle est 
étendue aux régions correspondant aux carrés entièrement contenus 
dans a. Il y a donc dans cette somme, si on la compare à la somme 
analogue étendue à toute la région A, des termes négligés : à savoir, 
ceux qui sont relatifs aux régions correspondant aux régions négli- 
gées dans^F(Mo5 ^o)?^|^o|. 

Soient G une borne supérieure de | Dq | et r, le plus grand des 
nombres | r,, |. A cause de la relation 

R = p*|Do|-+-p«r,,, 
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Faire totale négligée dans le plan des (x^ y) est à l'aire négligée dans le 
plan des («, t») dans un rapport plus petit que G-f-vi. Comme la 
seconde tend vers zéro, il en est de même de la première. La 
somme qui figure dans le premier membre de (3) a donc pour limite, 

lorsque p tend vers zéro, / / /( J?, y) dx dy. 

Enfin, le terme complémentaire du second membre est plus petit 
que YjHa. H étant une limite supérieure de |F(m, i^)[, par suite, il 
tend vers zéro avec p. 

En résumé, on a la formule générale du changement de variables 



du dv. 



164. Comme exemple, passons d'un système de coordonnées car- 
tésiennes rectangulaires {x^ y) au système de coordonnées polaires 
défini par ;r = pcos(i>, y = psino>. Considérons un arc de courbe 

ayant pour équation 

Pi =/i(w), 

(i> allant de co^ à coi, et p étant une fonction continue et positive dans 
cet intervalle. Lorsque le point M décrit l'arc, le rayon vecteur OM 
balaye un certain domaine compris entre les rayons extrêmes OAo, 
OA,. 

Soit une seconde courbe 

pî=/i(w) 

satisfaisant aux mêmes conditions, et telle, en outre, que 

pi<pi. 

Considérons {fig^ 6) le domaine D compris entre ces deux courbes 
et les deux rayons extrêmes. 

Fi g. 6. 





Si l'on s'astreint à prendre co compris entre o et au, à un système 
de valeurs de x, y correspond un seul système de valeurs de p, (o et 
inversement. 
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Calculons le déterminant fonctionnel de la transformation 



D(p,u)) 



coscj — p sincu 
sinco pcosco 



= P- 



D (x y) 
Dans la réiçion considérée, 7^- — ^^, a donc une valeur constamment 

positive. 

La formule du changement de variables pour une intégrale double 
étendue au domaine D est la suivante : 

/ I /('^*y)^^dy = f |/(pcosa>, psin<ij)prfp é/w, 

d étant un domaine constitué comme il suit : co varie de oiq à C0| eU 
pour chaque valeur de co, p varie de/2 (<*> ) à/i (co). 
Considérons maintenant une première courbe fermée 

p =©,(w), 

fi étant positif et o> variant de o à au avec la condition 

<pi(*Air) = <pt(o), 

puis une seconde courbe fermée 

p = ?i(ci>) 

remplissant les mêmes conditions et, en outre, telle que 

Etudions le domaine D en forme de couronne qui a pour frontière 
Tensemble de ces deux courbes. Les résultats de la théorie ne sont pas 
immédiatement applicables, parce qu'aux points de l'axe polaire cor- 
respondent deux valeurs pour (A). Mais, si nous séparons du domaine D 
la portion comprise entre les droites (o = o et w = e > o, il reste un 
domaine auquel s'appliquent les considérations précédentes; si e tend 
vers zéro, Taire du secteur négligé dans le plan des {x, y) et Taire de la 
région négligée correspondante dans le plan (p, (o) tendent aussi vers 
zéro. Les intégrales obtenues ne cessent pas d'être égales et tendent 
vers les intégrales étendues aux régions complètes. Donc la formule a 
encore lieu pour ces régions. 

Enfin, considérons un domaine contenant Torigine. On sait que, 
dans le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées po- 
laires, Torigine est un point singulier : de plus, le déterminant fonc- 
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tîonnel s'annule pour ce point. Pour ce double motif, la formule éta- 
blie précédemment n'est pas applicable. Mais elle est applicable au 
domaine obtenu en enlevant du premier la région limitée par un 
cercle de centre O et de rayon e. Ce cercle correspond dans le plan 
des variables (w, p) à un rectangle de longueur 27r et de hauteur £, 
dont l'aire, par conséquent, tend vers zéro avec e. Il en résulte encore 
que la formule du changement de variables est valable pour le do- 
maine entier. 

i6o. On est conduit, d'après l'étude faite au n^ 16S, à dire que 
l'aire de la région limitée dans le plan (x, y) par les quatre courbes 
coordonnées a, a -h du^ v, «' H- dv^ a pour valeur approchée la quan- 
tité 



D{u,P) 



du civ. 



On dit que c'est Vêlement différentiel de l'aire considérée. 

Dans certains cas, on peut trouver directement l'élément différen- 
tiel de l'aire. Par exemple, en coordonnées polaires, on reconnaît que 
l'aire élémentaire comprise entre les courbes p = const., p -h rfp, w, 
cj + dto est la différence des aires de deux secteurs circulaires de 
rayons p et p -h rfp, et d'angle au centre rfo). Elle est donc égale à 

c'est-à-dire à 

p dp dtù -¥■ \ dp^ dtù. 

En partageant le domaine considéré en domaines partiels de cette 
nature, on peut arriver directement à la formule du changement de 
variables. On constate que les termes en dp^ dto ont une somme qui 
tend vers zéro. 

166. En faisant /=! dans la formule générale du changement de 
variables, on obtient 



ff-''^'^-fj:\^m 



dudv. 



Soient M et /n les bornes supérieure et inférieure de | D | dans le 
domaine borné a. Le second membre est compris entre Ma et ma, d'où 



m< -<M. 
" a " 
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Le rapport — est donc compris entre M et m. Il suit de là que, si nous 

considérons un point (j?oiJKo)de A et un domaine contenant ce 
point, si ce domaine varie de façon à devenir infiniment petit dans 
toutes ses dimensions sans cesser de contenir le point (x^, j^o)j le 
rapport de Taire de ce domaine à Taire du domaine correspondant 



en (w, t») tend vers 



D(a, i^) 



«••'• 



167. Intégrales doubles fonctions de paramètres, — Suppo- 
sons qu'on ait un domaine A dans le plan des (x, y)^ une fonction 
y(jc, y) définie dans ce domaine et dépendant de certains paramètres 

a, S, . . .. L'intégrale double / f f{^i y) dxdy est une fonction de 

a, P, .... Soit F (a, p, ...) cette fonction. 

Si /est fonction continue par rapport à a, ^, . . ., il en est de 
même de F. En effet, on a 

F(a-+-Aa, ...) — F(a,p, ...) 

[/(a7,7, a -4- Aa, . . .)— /(a?,^, a, .,,)\dxdy. 



Il 



En vertu de la continuité de/, à tout nombre positif e correspond 
un nombre positif S tel que les conditions 

|Aa|<8. |AP|<Ô, 

entraînent, dans un champ borné convenablement choisi des variables 

Dans ces conditions, le second membre de la relation précédente 
est inférieur à c A, donc la dill'érence 

F(a -4- Aa, p H- Ap ) — F(a, p, . . . ) 

tend vers zéro avec Aa, A^, .... 

Faisons varier un seul des paramètres, a par exemple, et supposons 
que /ait, par rapport à a, une dérivée continue par rapport à l'en- 
semble des variables. Nous avons 

F(aH-Aa,p, ...)-F(a, p, ...) 
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La fonction sous le signe / / peut se mettre sous la forme 



ou 



àf 
Aa — (JT,^, x-hÔAa, ...), 






A cause de la continuité uniforme de 4- dans un domaine borné 

qu'on pourra choisir et qui contiendra tous les systèmes de valeurs 
qu'on a à considérer, s, peut être rendu, en valeur absolue, plus petit 
qu'un nombre £ choisi arbitrairement. Le second membre de (i) 



s'écrit 



Aa / / -^ (X, K, a, . . .)djc,dr -^ la 1 / Sj dx dy. 

La seconde intégrale tend vers zéro avec Aa. En divisant par Aa 
et faisant tendre Aa vers zéro, on a 

Pour dériver une intégrale double par rapport à un paramètre, il 
suffit donc de remplacer sous le signe / / la fonction f par sa déri- 
vée par rapport au paramètre, ceci sous les mêmes réserves que dans 
le cas de l'intégrale simple. 

168. Extensions de la notion d^ intégrale double, — On a sup- 
posé jusqu'ici que le domaine auquel s'étend l'intégrale double est 
borné. On peut dans certains cas définir une intégrale double prise 
dans un domaine non borné. Considérons, par exemple, la fonc- 
tion -r—* S— • On reconnaît qu'elle est continue dans tout domaine 

ne contenant pas l'origine. Traçons deux cercles de centre () et de 
rayons R et R'(R<;R'); la fonction est définie dans la couronne C 
comprise entre ces deux cercles. Evaluons l'intégrale double 



a 



dx dy 



Passons en coordonnées polaires. On a, moyennant le changement de 

B. 12 
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variables défini par les formules x = p cos to, ^ = p sin w, 

p dp dvi 






itn 



Pour obtenir le domaine C, on fait varier o) de o à 21: et, pour chaque 
valeur de w, p de R à R' ; de sorte que Ton a 



tir y,K' 



r r dxdy _ r^ f Ai- 



A un facteur numérique près, la valeur de l'intégrale est 



l^'t//-» Rt/i 1 

Si /i >> I , on reconnaît que cette valeur a une limite finie quand R' 
croit indéfiniment. 

D\ine manière plus générale, considérons un domaine variable A,, 
A2, ..., \p^ ..., satisfaisant aux conditions suivantes : chaque 
domaine contient le précédent et ne contient pas l'origine ; quel que 
soit le nombre R', quand p est assez grand, le domaine A^ contient 
la couronne comprise entre deux cercles de rajons R et R', R' étant 
plus grand que R. On exprime plus brièvement ce fait en disant que 
le domaine variable s'étend indéfiniment dans toutes les directions. 
Dans ces conditions, faisons croître R' indéfiniment. On peut trouver 
une couronne comprise entre deux cercles de rayons R et R'' conte- 
nant le domaine A^,, R'' allant aussi en croissant indéfiniment. Bor- 
nons-nous à étudier les portions de A^ extérieures au cercle R. L'in- 

téerrale double de la fonction ---: t— étendue à cette réfifion est 

comprise entre deux intégrales doubles qui tendent vers une même 
limite finie. Donc elle tend, elle aussi, vers cette limite. Donc enfin 
l'intégrale double étendue à A^ a une limite. 

Si Ton a une fonction /(x^ y) pouvant se mettre sous la forme 

?^^^-^| ^ étant plus g^rand que i et © restant borné en valeur 

absolue, on pourra également attacher un sens à l'intégrale double 
de /étendue à une région remplissant les conditions précédentes. 

EnelTet, soit M la borne supérieure de l 'f (-^r, y) |. Supposons lafonc- 
tiony toujours positive; l'intégrale de /est plus petite que l'intégrale 

de r—z r— • Lorsqu'on prend ces intéiçrales dans une couronne 

dont le rayon extérieur va en croissant, elles vont toutes deux en 
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croissaui. La seconde a une limite finie et déterminée ; la première, 
qui reste inférieure à cette limite et qui va en croissant, a donc, elle 
aussi, une limite. 

Si /ne reste pas toujours positif, on Técrit sous la forme suivante : 

/ = (/+l/l)-|/|. 

Les deux fonctions y-hl/l et |y| remplissent les conditions indi- 
quées. Pour chacune d'elles, l'extension précédente est possible; par 
suite, elle l'est aussi pour leur différence f. 

Il existe encore pour l'intégrale double une extension d'une 

autre sorte. Considérons, par exemple, la fonction ;— = rr-» au voi- 

sinage de l'origine. La valeur de l'intégrale double de cette fonction 
étendue à la couronne comprise entre deux cercles de centre O et de 
rayons R et R', R étant plus petit que R', est, à un facteur numérique 
près. 

Si n est inférieur à i , cette quantité a une limite finie quand R tend 

vers zéro. On peut donc attacher un sens à l'intégrale / / r— ^ ^^' 

étendue à un cercle ayant pour centre l'origine, ou plus généralement 
â un domaine borné quelconque contenant l'origine. 
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169. Dans l'espace à trois dimensions, nous appellerons domaine 
polyédral tout domaine dont la frontière est constituée par un nombre 
fini de domaines polygonaux plans; ces domaines sont dits \e^ faces 
du domaine polyédral. Une surface polyédrale est la réunion d'un 
nombre quelconque de domaines polygonaux plans. Un polyèdre, la 
réunion de plusieurs polyèdres, la région comprise entre deux po- 
lyèdres dont l'un est intérieur à l'autre, sont des domaines polyé- 
draux. 

Nous dirons que deux domaines n'ont aucune partie commune ou 
qu'ils sont extérieurs Tun à l'autre s'ils ont au plus en commun des 
points de leurs frontières. 

Tout domaine polyédral D peut être considéré comme la réunion 
d'un nombre fini de polyèdres convexes. En eflet, enfermons D dans 
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un cube C et prolongeons indéfiniment le plan de chacune des faces 
de D; en remarquant qu'un plan indéfiniment prolongé partage un 
polyèdre cenvexe en deux polyèdres convexes, on voit que l'ensemble 
de ces plans partage le cube C en un nombre fini de polyèdres con- 
vexes dont chacun ne contient intérieurement aucun point de la fron- 
tière de D. Ils sont donc les uns contenus dans D, les autres exté- 
rieurs à D. La réunion des polyèdres de la première catégorie constitue 
le domaine D. 

Nous admettrons (|u^à tout domaine polyédral est attaché un 
nombre appelé volume du domaine, possédant les deux propriétés 
suivantes : 

i" Deux domaines polyédraux égaux ont même volume; 

2** Le domaine polyédral formé par la réunion de deux domaines 
polyédraux n'ayant aucune partie commune a pour volume la somme 
des volumes de ces deux domaines. 

170. Cela posé, considérons un domaine borné quelconque D. 

On appelle volume de D un nombre plus grand que le volume 
de tout domaine polyédral contenu dans D et plus petit que le 
volume de tout domaine polyédral contenant D, ceci dans l'hypo- 
thèse où il existe un et un seul nombre jouissant de ces propriétés. 

Les volumes des domaines polyédraux contenus dans D ont une 
borne supérieure A, les volumes des domaines contenant D une 
borne inférieure A', et l'on a A ^ A'. Pouf qu'il y ait volume, il faut et 
il suffit que l'on ait 

A = A', 

et pour cela que, quel que soit le nombre positif s, on puisse trouver 
deux domaines polyédraux de volumes P et P', le premier contenu 
dans D, le second contenant D, tels que 

P' — P < e. 

Si cela est, considérons le domaine polyédral K dont la réunion 
avec P constitue P'. La frontière F de D est contenue dans K. De 
sorte que, sHl existe un volume pour le domaine D, la frontière 
de D peut être renfermée dans un domaine polyédral de volume 
plus petit que e. 

Inversement, supposons cette condition remplie ; montrons qu'il y 
a un volume pour le domaine D. 

Prenons un cube C contenant D et prolongeons indéfiniment le 
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plan de chacune des faces de K. Nous divisons ainsi Cen un nombre 
fini de polyèdres convexes de différentes sortes : 

I** Les uns sont contenus dans K, et R est formé par leur réunion. 
Les autres, étant extérieurs à K, ne contiennent aucun point de F. 
Ils sont, ou bien : 2^ contenus dans D, ou bien : 3^ extérieurs à la fois 
â K et à D. 

L'ensemble des polyèdres 2° forme un domaine polyédral P contenu 
dans D. L'ensemble des polyèdres 1** et 2** forme un domaine polyé- 
dral P' contenant D. La différence des volumes de P' et P est le vo- 
lume du domaine K, par suite est plus petite que e. 

Donc, pour qu'il y ait volume, il faut et il suffit que la fron- 
tière du domaine D puisse être enfermée dans un domaine po- 
lyédral de volume plus petit que e. 

A deux domaines égaux coiTespondent deux volumes égaux, car 
ce sont les bornes supérieures de deux ensembles de nombres iden- 
tiques. 

Si un domaine D est la réunion de deux domaines D| et D^ 
n'ayant aucune partie commune et ayant des volumes, on a 

vol. D = vol. Dt H- vol. Dj. 

En effet, on peut déterminer des domaines polyédraux : P|, P2 
contenus respectivement dans D| et D2, P',, P^ contenant D| et Dj, 
et tels que 

p; - P, < 6, p; - P, < e. 

Pi et P2 n'ont aucune partie commune. Leur réunion constitue un 
domaine de volume Pi -f- P2, contenu dans D. Le domaine n formé 
par la réunion de P', et P!, contient D et l'on a 

n|p; 4-p;<p,-hP,-+-u6. 

Donc D est compris entre deux domaines polyédraux dont les vo- 
lumes diffèrent de moins de 2 e. Par suite, il y a un volume pour D, 
et ce volume est la somme des volumes de D, et D2. H résulte de là 
que, si un domaine D est obtenu en réunissant plusieurs domaines D|, 
D2. . . ., Da sans parties communes, et en retranchant d'autres do- 
maines D',, D^, ..., D)^, tous ces domaines ayant des volumes qu'on 
désigne par les mêmes lettres, on a 

D = D,-t-D,-h...-HDA— Dl— d;— ...- d;. 
171. Rapportons le domaine D à trois axes rectangulaires Ox^ 
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y^ z. EfTectuons un carrelage de l'espace au moyen de plans parallèles 
aux plans de coordonnées, et équidistants de p. A chaque carrelage 
on obtient des cubes de trois espèces : i^ des cubes contenus dans D; 
2** des cubes extérieurs à D; 3" des cubes empiétant sur D. Ceux-ci 
se trouvent parmi les cubes rencontrant la frontière F de D. Je dis 
que le volume total de ces derniers cubes tend vers zéro avec p. 

Remarquons d'abord que les cubes d'un carrelage rencontrant un 
domaine polygonal plan quelconque S sont compris dans un prisme 

de hauteur 2py^3 et ayant pour base médiane dans le plan de o un 
carré contenant tous les points dont la distance à S est moindre 

que p y/3; le volume de ce prisme tend vers zéro avec p. Si, au lieu 
d'un domaine polygonal plan, nous considérons une surface polyé- 
drale, le même résultat subsiste. 

Revenons aux cubes du carrelage rencontrant la frontière F de D. 
Prenons un nombre positif e et enfermons F dans un domaine polyé- 
dral K de volume plus petit que e. Les cubes qui rencontrent F sont, 
ou bien parmi ceux qui sont contenus dans K, ou bien parmi ceux 
qui rencontrent la frontière L de K. 

Le volume total des premiers est plus petit que s; le volume des 
seconds tend vers o avec o. Donc le volume des cubes rencontrant F 
peut être rendu plus petit que 2e; par suite, il tend vers o avec p. 

En résumé, si l'on effectue dans l'espace un carrelage de 
côté 0, le volume du domaine D est la limite de la somme des vo- 
lûmes des cubes entièrement contenus dans D, quand p tend vers 
zéro. 

172. Evaluation des volumes, — Proposons-nous d'évaluer le 
volume d'un domaine D constitué de la façon suivante. On a trois 
axes de coordonnées rectangulaires Oxyz^ une surface S repré- 
sentée par l'équation 

/étant une fonction constamment positive, définie et continue en tous 
les points d'un domaine A du plan des xy. Le domaine D est le do- 
maine compris entre la surface S, sa projection A sur le plan des xy 
et le cylindre projetant S. 

Eilec tuons dans le plan des xy un carrelage de côté p par des pa- 
rallèles aux axes. A chaque carré (X| qui a une partie commune avec A 
correspondent, pour la fonction /, deux nombres m/ et M;, bornes 
inférieure et supérieure de/ dans la région a"!. 
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Sur chacun de ces carrés comme base, construisons deux prismes 
droits de hauteurs respectives mi et M/. 

Considérons le domaine polyédral P formé par la réunion des 
prismes de hauteur /w/ dont les bases dans le plan des xy sont les 
carrés entièrement contenus dans A. Ce domaine P a pour volume 

y^ niip^j la somme ^ étant étendue aux carrés entièrement conte- 
nus dans A. 

Considérons, d'autre part, le domaine poljédral P' formé par la 
réunion des prismes de hauteur M/, dont les bases, dans ie plan 
des xy^ sont tous les carrés du carrelage ayant une partie commune 

avec A. Désignons son volume par >^ M/ô^. 

Le domaine P' contient D, tandis que P est contenu dans D. Fai- 
sons varier le carrelage en faisant tendre p vers zéro. D'après la théorie 

de l'intégrale double, \^ mip'^ tend vers 
(i) / I f{x. y)dxdy. 

Quant à la somme ^ M,p*, elle peut être mise sous la forme 

étant étendu aux carrés entièrement contenus dans A et > aux 

carrés qui empiètent sur A. La somme ^ M/p^ tend vers Finté- 

2111 
M/p'* tend vers zéro. Les volumes des do- 
maines P et P' tendent donc tous deux vers la même limite. Cela 
nous montre qu'il y a pour D un volume qui est égal à l'intégrale 

double / / /(x, y) dx dy. 

Comme cas particulier, si f est égale à une constante A, le do- 
maine est un cylindre et son volume est 

ht I dx dy = h \y 

A étant l'aire de la base. 

173. Supposons maintenant qu'on ait deux surfaces 
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avec la condition 

h>fu 

/a et f\ étant deux fonctions définies et continues en tous les points 
d'un certain domaine A du plan des xy. On considère le domaine 
compris entre les deux surfaces et le cylindre ayant pour base, dans 
le plan des xy^ le domaine A. 

Supposons d'abord j\ > o. Le domaine D est alors la différence 
entre deux domaines qui sont tous deux dans les conditions du cas 
particulier précédent. Il en résulte que D a un volume dont la va- 
leur est 



//■ 



A 

Si Ton déplace parallèlement à lui-même le plan des xy^ ce qui 
revient à faire pour 3 un changement de variable de la forme 

z = z' -h h^ 

l'intégrale double ne change pas et représente toujours le volume du 
domaine D. ft n'étant plus nécessairement positif, il en résulte que 
la restriction faite précédemment, de/, positif, peut être levée. 

Si l'on a un domaine de forme plus compliquée, on cherche à le dé- 
composer en domaines partiels remplissant les conditions précédentes. 

174. Supposons que l'axe des z fasse un angle h avec la perpen- 
diculaire au plan des xy. Les considérations précédentes s'appliquent 
en remplaçant les prismes droits par des prismes obliques. Toutes 
les expressions de volumes doivent être multipliées par cos6. Le vo- 
lume d'un domaine compris entre une surface z =/(Xjy)y le plan 
des xy et le cylindre projetant est 



cos6 I j f{x,y)dxdy. 



175. On peut transformer l'expression du volume trouvée dans 

les conditions du n" 173, en supposant que la région A du plan 

des xy soit définie de la façon suivante. Elle est limitée {Jig, 7) par 

deux parallèles à Oy 

r = a, X = b, 

et deux courbes ayant pour équations 
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64 et 62 étant fonctions continues de x dans l'intervalle (a, 6), avec 
la condition 

Le domaine D est compris entre les surfaces ayant pour équations 
et le cylindre droit ayant pour base A dans le plan des .ry. 




Soit V le volume du domaine D. On a 



\ =J f\Moi^.y)-M^.y)]dTdy, 



ou, d'après la théorie de l'évaluation des intégrales doubles, et en in- 
tégrant d'abord par rapport à y^ 



(I) 



V= / dx \Mx,y)-^Mx,y)]dy, 



Considérons un plan ^=J7o* il coupe le domaine D suivant une 
section R. Celle-ci se projette en vraie grandeur sur le plan des yz^ 
suivant une région définie comme il suit {fig» 7) .' elle est comprise 
entre les droites 

y = e,(a:o), 7 = e,(a-o) 

et les courbes C^ et C| 
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L'aire S(xo) (ic cette région est donc 
La formule (i) peut donc s'écrire 



V= r S(x)dx. 



Ce résultat est utile quand on sait évaluer l'aire d'une section du 
domaine considéré par un plan parallèle à une direction déterminée. 
Considérons, par exemple, l'ellipsoïde ayant pour équation 

x^ v« z* 
a* o* c* 

Cherchons à évaluer le volume de la partie de cet ellipsoïde com- 
prise entre les plans 

X = %, X = p. 

La section par le plan x = x^ est une ellipse ayant pour équation 
dans son plan 

Z* ^ i! - , _ fi 
Les demi-axes de cette ellipse sont 

son aire est donc 

par suite, le volume cherché est 

V= I Tz bc ( i -)dx = Tzbc\x— - — : 



V. — Intégrales triples. 

170. Considérons dans l'espace à trois dimensions un domaine D 
rapporté à trois axes rectangulaires Oxyz, Soit f{x^y^ z) une fonc- 
tion continue définie en tous les points de ce domaine. On appelle 
intégrale triple de la fonction f étendue au domaine D, et l'on 
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désigne par la notalîon 

ffffd^ ou J J ffdxdjrdz 

la limite vers laquelle tend l'expression 

le domaine D étant partagé en domaines partiels i^i, v^^ . . ., i^/, . . ., 
dont on désigne les volumes par les mêmes lettres, xi^ yi^ zi étant les 
coordonnées d'un point du domaine vi et la loi de partage du do- 
maine D variant de façon que les domaines partiels deviennent infi- 
niment petits dans toutes leurs dimensions. Cela signifie que l'on 
prend une suite de partages P,, P^, . . ., Pa, . . . telle que, étant donné 
un nombre positif a, à partir d'un certain rang dans la suite, chacun 
des domaines partiels est contenu dans un cube d'arêtes parallèles 
aux axes et de côté inférieur à a. 

Soient M et m. M/ et m/ les bornes de f dans D et dans t^/. De 
mi<f{xi,yi, 5/)< M| résulte 

• 

Appelons somme inférieure la première somme, somme supé- 
rieure la dernière, et soit V le volume du domaine D. 

Toute somme inférieure s est supérieure ou égale à m\ , 

Toute somme supérieure S est inférieure ou égale à MV. 

Un premier partage étant eflTectué, effectuons-en un second en sub- 
divisant chacun des domaines partiels du premier. Nous dirons que le 
second partage est consécutif au premier. Pour former la somme in- 
férieure *' relative à ce partage, il faut remplacer chaque terme /n/p/ 
de s par un ensemble de termes dont la somme est au moins égale 
à /W|i^i, car m/ et vi jouent, par rapport à ces termes, le même rôle 
que m et V par rapport à s. On a donc 



s'>s. 



On reconnaît de même que l'on a 

Il résulte de là que toute somme supérieure S d'un partage quel- 
conque P est supérieure ou égale à toute somme inférieure sf d'un 
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partage P'. Prenons en elFet un troisième partage P consécutif à P el 
à P' (il suffit pour cela de prendre de toutes les manières possibles j 

le domaine commun à un domaine partiel quelconque de P et à ua 
domaine partiel quelconque de P'). Soient S" et/ les sommes relatives 
à ce troisième partage. On a, d'après ce qui précède, 

Sa S', S'è5\ s'^s\ 
d'où 

Sus'. 

On peut trouver une somme supérieure et une somme inférieure 
différant d'aussi peu que l'on veut. En effet, soit e >• n. Il lui corres- 
pond a > o tel que, sous les conditions 

\x-x'\<0L, |^_y|<a, \z^z'\<%, 

on a, dans tout le domaine, 

\/(x,y,z)-f(x',y,z')\<t. 

Si l'on effectue dans le domaine donné un partage tel que tout do- 
maine partiel soit contenu dans un cube d'arêtes parallèles aux axes 
et de côté plus petit que a, dans chacun de ces domaines partiels, les 
nombres /«/ et M/ diffèrent de moins de e. Or on a 

S — * = 2 ( M/ — /11/) Çf. 
On aura donc 

S * ^ 6 \^ i?| = E V, 

et eV peut être rendu aussi petit que l'on veut. 

Il résulte de ces propriétés que les deux ensembles de nombres S 
et s sont tels qu'il y a un nombre déterminé I, qui est borne supé- 
rieure des s et borne inférieure des S. 

Considérons alors une suite de partages P|, Pa, . . ., Pa, . . . remplis- 
sant les conditions de l'énoncé. Soient S h et s^ les sommes relatives 
au partage Pa. La différence S^ — s^ tend vers zéro, car, en choisis- 
sant un nombre positif e, et en déterminant le nombre a qui lui cor- 
respond d'après la loi indiquée, quand h dépasse un certain entier, 
chaque domaine partiel du partage P>i est contenu dans un cube d'arêtes 
parallèles aux axes et de côté plus petit que a. On a, à partir de ce 

rang. 

Sa — 5a < eV. 

Gomme e est arbitraire, cela veut dire que Sa — sjk tend vers zéro. 
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Comme S^ el Sh comprennent entre eux le nombre 1, ils tendent tous 
deux vers I. Par suite, la somme ^^/{•^hyi^ ^î)* ^i^ <["i est comprise 
entre Sa et ^a, a pour limite le nombre I. 

177. Remarques, — i" De la définition de I résulte la double iné- 
galité 

mVi f f r fdv<M\. 

2" Si Ton partage D en différents domaines D<, Dj, ..., D/k, on a 

f f ffd^= f f f/di.+...+ f f ffd^. 
3 " Si Ton a 

<p, 'I, ..., étant des fonctions continues dans le domaine D, a, 6, ...,c 
des constantes, on a 

En effet, ces intégrales sont respectivement les limites des sommes 

obtenues en prenant partout dans chaque volume r/ le même 
point x/, yi^ 3/; on a entre ces sommes une relation qui donne à la 
limite la relation que nous voulons établir. 

4** Si dans la somme ^./{xhyit ^i)^'i on néglige certains termes, 

la somme ^/(^oJKi, ^i)<^/ obtenue tend encore vers / / 1 fdv^ 

pourvu que la somme des volumes des domaines partiels correspon- 
dant aux termes négligés tende vers zéro. En effet, soient G une li- 
mite supérieure du module de y et a la somme des volumes des do- 
maines négligés, on a 

el, si a tend vers zéro, on a bien 

lim ^ = liin ^ • 
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Si Ton effectue par exemple un carrelage de l'espace de côté p, et 
que Ton considère, au lieu de la somme Tl//*'/ étendue à tous les 

cubes ou portions de cubes contenus dans D, la somme ^ fi^i 
étendue seulement aux cubes entièrement contenus dans D, cette 
somme \] a pour limite, quand p tend vers zéro, l'intégrale triple 

iif/'"- 

5" En faisant /= i, on trouve 



"'=111/- 



178. Evaluation des intégrales triples, — Considérons le cas 
particulier suivant : Le domaine D est limité par un cylindre C de 
génératrices parallèles à O5, ayant pour base dans le plan des xv un 
domaine A, et par deux plans de cotes z' et s". La fonction / est 
définie en tout point de ce cylindre et ne dépend que de z. Je dis 
que Ton a, dans ce cas, 

(I) j I j fi^,y,^)dv = K j f{s:,jr,z)dz, 

en désignant par A l'aire du domaine A. 

En effet, partageons D en domaines partiels, par des plans paral- 
lèles au plan des xy et de cotes 

et par des plans parallèles à Oz, partageant A en aires partielles 
quelconques, (T|, <J2, ..., <Ti, .... L'intégrale simple qui entre dans le 
second membre de (1) est la limite de la somme 

M/ étant la borne supérieure de /dans l'intervalle (-3/_<, Zi). 

L'intégrale triple qui figure dans la formule (1) est la limite de la 
somme des produits obtenus en multipliant le volume v de chaque 
domaine partiel de D par la borne supérieure de /dans ce domaine. 
Or, pour tous les domaines partiels compris entre les plans de cuteb 
Zi_i et Zij la borne supérieure de / est M|. A ces domaines corres- 
pond donc dans la somme un terme qui est égal à leur volume total 
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multiplié par M/. D'ailleurs ce volume est celui d'un cylindre de 
base A et de hauteur (j,- — 5|_| ). Ainsi le premier membre de (i) est 
la limite de 

La formule (i) résulte immédiatement de ce fait. On peut l'écrire 
/ / J fi^^y^ z)dv= j j dxdy j f{x,y, z)dz. 

C'est ce résultat que nous allons étendre au cas général. 

179. Soit un domaine D défini comme il suit. On a un domaine 
plan A dans le plan des {x^ y)^ deux fonctions z = ^'{x^y)^ 5ï=Ô(x,j^), 
défîmes et continues dans le domaine A et telles en outre que Q'>» 0. 
Le domaine D est compris entre les deux surfaces S et S' repré- 
sentées par ces équations et le cylindre projetant A. Considérons une 
fonction /(a?, y^ z) défînie dans le domaine D, et cherchons à éva- 
luer f J Ja^^ r? ^) ^*'- 

Soit e > o, il existe un nombre a >> o vérifiant les conditions sui- 
vantes : 

I® (x, j^), {x'^ y) étant deux points du domaine A, les inégalités 

|a? — a:'| <a, 1^-/1 <« 
entraînent 

I ^x,y) - Hx',y') |< e. | ^'{x,y) - e'(a/, y') \ < s. 

2** {x^y^ z), {^oc\y ^ z') étant deux points du domaine D, les iné- 
galités 

\x — x'\<a, |^_y|<a, \z^z'\<oi 

entraînent 

\Ax,y,z)--f(x',y\z')\<z. 

Cela posé, partageons A en domaines partiels (T/ dont chacun soit 
contenu dans un carré de côtés parallèles aux axes et plus petits 
<jue a. Soit (xi^ yi) un point de la région (Ji. La droite ayant pour 
équations a: = Xi^ y =i yi coupe la surface S : 5 = 6(j;, j^) en un 
point P/ de cote zi et la surface S' : « = 8' en un point Q,- de cote z\. 
Appelons : R/ la portion du domaine D comprise dans le cylindre 
projetant a-/; R^ le cylindre projetant o-/ et limité par les plans de 
cotes >5|, z'i ; RJ la région commune à R/ et à R^ . A cause de la pre- 
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mière condition imposée à a, on reconnaît que, si I^on mène les plans 
de cotes z[ + e et z'^ — s, 5| -h e et Zi — e, le cylindre de base o-/ com- 
pris entre les plans extrêmes z'^-\-t et 5/ — e contient R/ et R)-, par 
suite aussi RJ; le cylindre de base o-/ compris entre les plans de 
cotes z^ — e el <3|-h e est contenu dans R/ et dans R) , par suite aussi 
dans RJ. 

(Jr, ces deux cylindres auxiliaires ont pour diflérence de volume 
4e(j|. Par suite, deux quelconques des domaines R/, R|, RJ ont des 
volumes qui diffèrent de moins de i^'Ji. 

Prenons alors une fonction auxiliaire © définie dans le cylindre R' 
par la condition d'être en tout point de P/Q/ égale à /et d'être con- 
stante dans tout plan parallèle au plan des xy. On constate, d'après la 
seconde condition imposée à a, qu'en tout point de R*, où les fonc- 
tions f et cp se trouvent toutes deux définies, on a 

Considérons l'intégrale 1 f f ^ dÇ' E'ie rentre dans le cas parti- 
culier examiné au n" 178, et l'on a 

Nous prendrons cette intégrale comme valeur approchée de 



Evaluons une limite supérieure de leur difiérence. Cette dill'érence 
est plus petite en module que la somme des modules des trois difTé- 
rences suivantes : 

La première difiérence n'est autre que l'intégrale 1(1 (/ — '^)dv. 

Comme on a \f — f | < s, cette intégrale est plus petite en module 
que eRJ et par suite que e R|. 
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La seconde différence est / / / fds^* Le domaine R/ — R; a 

un volume plus petit que 4^^/* ^o\\. G la borne supérieure du module 
de y. La seconde différence est plus petite en module que 4e3'/G. 

Il en est de même pour la troisième, car on a |cp|5G et le 
domaine R^- — Rj a un volume plus petit que ^t.'Ji, 

La somme des modules des trois différences est donc plus petite 
que c(R|-h 8t|G), de sorte qu^on peut écrire 

fil /^^ = ^i f A^i^yn^) ^^ -+- nh 

Ri • s,- 

avec la condition 

|tli|<e(R/-h8(T,G). 

Appliquons ceci à chaque domaine partiel R/ et ajoutons membre 
à membre les relations obtenues. On obtient 

Le premier membre de cette relation est 

L'intégrale simple qui figure dans le second membre renferme 
comme paramètres J7/, y/ et est fonction continue de ces paramètres. 
Posons 

' f{x,y,z)dz =^^{x,y). 

Le premier terme du second membre devient ^ ^/^(^oy/)- Quand 

la loi de partage varie de manière que a tende vers zéro, cette somme 
a pour limite Tintégrale double suivante 

/ / ^{x,y)dxdy, 
Enfin le terme complémentaire ^^li tend vers zéro, car on a 

et e( V + 8 AG) peut être rendu aussi petit que l'on veut. 

B. i3 
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Finalement, nous avons 

J J Jfds^= f f^{x,y)dxdy, 

ou en remplaçant ^ par sa valeur 

/ / \ fd^=\ \ dxdy\ fdz. 



180. Supposons que le domaine plan A soit limité par deux 
droites x = a^ x = 6, et deux courbes j^ = X|(a:), y =z\^(^x)y 
X, et ^2 étant fonctions continues de x dans Tintervalle (a, 6), avec la 
condition X2>>X|. Nous pouvons remplacer l'intég^rale double de la 
formule précédente par deux intégrales simples successives, et écrire 

fdv=^ dx dy j f(x,y,z)dz. 

L'ensemble des deux dernières intégrales simples constitue Tinté- 
grale double de f étendue à la section du domaine D par le plan 
d'abscisse x. De sorte qu'en désignant par <I>(x) cette intégrale 
double, on a 

j j ^ fds^^ f ^{x)dx, 

ce qui donne une nouvelle manière d'évaluer l'intégrale. 

181. Changement de variables dans V intégrale triple, — Elu- 
dions d'abord le cas du changement de variables linéaire. Considé- 
rons la transformation définie par les formules 

X = au -h bv ->r cw -h dy 
y = a' u -h b'v-h c'w -{- d\ 
z = a' u -h b'v -h c'w -\- d", 

en supposant remplie la condition 



D = 



abc 
a' b' c' 
a" b" c' 



^ o. 



Ce changement de variables définit, au point de vue de la Géo- 
métrie analytique, une transformation homographique d'espace à 
espace. Si le point (w, ç, «') décrit un segment de droite, le 
point (x, J, -3) décrit aussi un segment de droite. A deux segments 



V. — INTEGRALES TRIPLES. igS 

parallèles décrits par le point (i/, v^ iv) correspondent deux segments 
parallèles décrits par le point {x^y, z). A un tétraèdre en (m, v, w) 
correspond un tétraèdre en {x^y^ z); le rapport de son volume au 
volume du premier est | D |. 

On en conclut qu'à tout domaine en (u^ v, w) correspond un 
domaine en (^, JK? z) dont le rapport du volume au volume du pre- 
mier est I D |. Partant de là, on peut établir, comme on l'a fait pour 
l'intégrale double (n** 161), la formule du changement de variables 
dans le cas d'une transformation linéaire : 

/ / / /(^ï^î -s)^** = / / f /(au-h bv -h cw-hd^ ,..)\l>\dudpdw, 
r étant le domaine en (//, i^, w) correspondant au domaine R en 

18^2. Passons maintenant au cas général et plaçons-nous dans les 
conditions suivantes : 

1" On a entre deux systèmes de variables (x, y^ s), {u^ t», w) une 
transformation définie par les formules 

ç, 4, y étant fonctions continues lorsque a, <^, w varient respective- 
ment dans des intervalles (a, P), (a', fi'), (a", p"), de sorte que le 
point (a, r, w) peut prendre toutes lefe positions à l'intérieur d'un 
certain champ A. On suppose que, pour deux positions difl'érentes 
de (a, i', iv), le point (^, J^, z) prend deux positions différentes. Si 
l'on donne à deux des variables u^ p, w des valeurs fixes et qu'on 
fasse varier la troisième, iv par exemple, dans son intervalle (a", P"), 
(.r,y, z) décrit un arc de courbe. Si une autre des variables, v par 
exemple, varie dans son intervalle (a', ^'), cet arc décrit un morceau 
de surface. Enfin, si u varie dans son intervalle (a, P), ce morceau 
de surface balaye une certaine région de l'espace. Cette région a 
pour frontière l'ensemble des six suifaces correspondant aux six faces 
du parallélépipède A. D'une manière générale, à un parallélépipède C 
contenu dans A et obtenu en faisant varier u de Uo k //« , i^ de Co à ç^, 
iv de Wq à w, correspond une région R dont la frontière est constituée 
par les morceaux de surfaces correspondant aux faces de C. 

2" Les fonctions o, A, y ont des dérivées partielles toutes conti- 
nues dans le champ A. 

3** Le déterminant fonctionnel D de a;, y^ z par rapport à a, v^ w^ 
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qui est fonction continue d'après la seconde condition, n'atteint en 
aucun point de A la valeur zéro. Il en résulte qu'il garde un signe 
constant. 

Cela étant, considérons dans le champ A un cube C dont un 
sommet a est le point (wo? <^oj <^o)» les trois sommets voisins 6, c, d 
étant obtenus en ajoutant p successivement à chacune des coordon- 
nées M, v^ w. Soit (w, v^ iv) un point de ce cube, les valeurs corres- 
pondantes de Xj y^ z sont données par les formules 

(«', v\ i^) étant un point de C. Pour avoir y et z^ il suffit de rem- 
placer o par <1 et 'f. 

Si p tend vers zéro, les valeurs des dérivées qui entrent dans ces 
expressions tendent vers les valeurs qu'elles ont au point a. A tout 
nombre positif e correspond un nombre positif a, tel que, lorsque p 
est plus petit que a, les valeurs des neuf dérivées en tout point du 
cube diffèrent de leurs valeurs en a de moins de e. 

Soient -T-^y -T^9 • • • les valeurs des dérivées en a. Posons 

àuo ôVq 

do . do do 

' duQ dvQ dwQ 

et désignons par r^ et Ç les expressions analogues obtenues en rem- 
plaçant dans Ç la fonction o par ^ et 'y^. Considérons le point de 
coordonnées Ç, tj, !^, on a 

U^ — Ç I < -(" — ^0) -H £(>' — ^o) •+■ eCw — wo) < 3£p 
et des inégalités analogues pour \y — y^ |, \z — Ç |, d'où résulte : 

Distance de (ar, y, z) à (Ç, t), Ç) <9ep. 

Donc (en mettant e à la place de ()e), étant donné £ > o, ^èy 
que p estplus petit qu'un certain nombre a, fe^ deux points {x^y^ 5), 
(Ç, 7), s)? correspondant à un même système de valeurs de Uj p, w^ 
ont une distance plus petite que ep. 

D'ailleurs, comme $, r^^ ^ sont linéaires en w, t', w, quand le 
point (m, i^, wp) prend toutes les positions possibles dans le cube C, 

le point (S, Tij ^) décrit un parallélépipède P de sommets A' B'C'U' 

Déterminons ses éléments. Son volume est p' |Dq |, Dq étant la valeur 
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de D au point (//oj ^o» ^o)* Evaluons une limite supérieure de A'B', 
qui correspond à ab. On a, comme au n" 162, 

?(B')-?(A-)=p^. 
n(B')-r,(A')=p^. 



î:(B')-i:(V) = p^. 



d'où 



dUi 



-■=Vfâ)"-(âr-G^)' 



Pour avoir A'C et A'D', il suffît de remplacer u^ par v^ et w^. 
Soit G une borne supérieure dans le domaine A des quatre fonc^ 
lions continues suivantes : 



v/2(2)*' \/m)'' v/2(5)'. '■> 

Chaque côté du parallélépipède P est plus petit que Gp. Par suite, 
chaque face a une aire moindre que G'^'p^ et comme on a, h étant la 
hauteur relative à la face A'B'C, 

aireA'B'C' 

il en résulte que cette hauteur est plus grande que ^ ' ^ -i ou encore 

que p Â» ^ étant la borne inférieure (positive) de | D | dans le do- 
maine A. 

Cela étant, assujettissons-nous à prendre e<rri' c'est-à-dire 

^t-^ <C^^ ^* Menons parallèlement au plan de chaque face de P, de 

part et d'autre de cette face, un plan distant de cette face de ep. 
D'après le choix de s, ces plans déterminent à l'intérieur de P un 
parallélépipède Pi, en dehors des régions comprises entre les plans 
parallèles précédents. Soit P^ le parallélépipède formé par les plans 
extérieurs. Le point (x, v, z) correspondant à un point (m, t^, iv) du 
-cube C décrit une région R, dont la frontière est formée par les mor- 
ceaux de surfaces correspondant aux faces du cube C. La distance 
•d'un point (j7, ^, 2) au point (S, 7^, "Ç) correspondant étant plus petite 
que sp, le morceau de surface correspondant à la face abc^ par exemple, 
«st compris entre les deux plans menés parallèlement à A'B'C à la 
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distance ep : il en est de même pour les autres faces. Donc R con- 
tient P| et est contenu dans P^, d'où 

|R-P|<P,-P,. 

P3 — P| est constitué par six polyèdres, dont chacun a pour base 
médiane une face de P et pour hauteur 2ep. On a donc 

P2-Pi< i2EpG»pî; 

i2£G- peut être pris aussi petit que Ton peut, de sorte que l'on peut 
écrire 

(I) R = P» Po I -*- ^1 P*' 

la borne supérieure des nombres v^i pour tous les cubes de côté p 
étant un nombre qui tend vers o avec p. 

183. Cela posé, considérons l'intégrale triple d'une fonction / 
étendue à un domaine A de l'espace en [x^ y^z), A ce domaine cor- 
respond, par le changement de variables défini précédemment, un 
domaine a en (w, p, (v). Posons 

/[çp(a, 1», (V), ^{u,v, w), x^Uy\>,w)\ = ¥(u,v,w). 

Soit (d^oj y^'i ^o) le point qui correspond à (wo, t',i, iVo) de a. Effec- 
tuons dans l'espace (/<, i^, iv) un carrelage de coté p par des plans 
parallèles aux plans de coordonnées. A un cube du carrelage contenu 
entièrement dans a et dont l'un des sommets est le point {u^^ i'o, w^) 
correspond dans l'espace (j?, .y, z) une région R et l'on a la formule 

K = p»|Do|-^7i,p\ 
d'où 

/(^o, ^0, 5o) R = F(wo, t^o, iVo)?»! Do|-4-F(Mo, i'o.. «'o)p''i,. 

\j ou tons membre à membre les équations analogues relatives à tous 
les cubes entièrement contenus dans a. On a 

^A^Qi ro» ^o) R =2f(uo, v^, tvo) p' ; Do I H-^FC^O, «'o. ^o)?'^!. 

Faisons tendre p vers zéro. Le premier terme du second membre 
JLend vers 



IIS. 



F( M, i», tv) I D 1 du dv dw. 
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Le premier membre tend vers 

f j j /(^' y^ *) ^ ^y ^^^^ 

caria somme des termes négligés dans ^/(x, y, 5)R tend vers o. 

En ellet, le volume total des portions de A. relatives à ces termes 
négligés correspond au volume négligé dans le domaine a et le 
rapport du premier volume au second est inférieur à H -|- tj, H étant 
une borne supérieure de |D| et t^ une borne supérieure de \'t[x |. 
Comme le second volume tend vers o, il en est de même du premier ; 

par suite, ^/(^oj J^o? ^o)R tend bien vers / / / fdv* Quant au 

terme complémentaire ^F(mo, i^o, ^Vo)?''ii) '' est plus petit en va- 
leur absolue que T^.a.G, G étant une borne supérieure de | F((/, t^, w)]. 
Ce terme tend vers zéro avec p et Ton a finalement la formule 

/ / l /{^'^Xt ^)^dy dz = I j jF{Uyi>,w)\D\dudvdw, 

Si Ton fait /= i, la première intégrale représente le volume du 
domaine A. et Ton a 



=///' ■> 



, du dv dw. 

a 



Soient M et m les bornes de 1 D |. L'intégrale du second membre est 
comprise entre Ma et /«a, de sorte que l'on a 

a 

Si A devient infiniment petit dans toutes ses dimensions, en ne ces- 
sant pas de contenir un point déterminé (^0).Xo9 ^o)) ^ devient aussi 

infiniment petit dans toutes ses dimensions, el le rapport ~ tend, 

d'après ce qui précède, vers le module de D, pris au point considéré. 

18i. Comme exemple de changement de variables, passons des 
coordonnées cartésiennes J7, y^ z aux coordonnées semi-polaires r, 
cp, z^ au moyen des formules 



200 CHAPITRE III. — APPLICATIONS ET EXTENSIONS DE LA NOTION D INTEGRALE. 



On doit remplacer rélément difrërentiel dxdydz par 



D(a", y", -s) 

D(r,<p,5') 



dr d<i dz\ 



on a 






coscp sinç o 

— /'sin^ reosç o 



o 



o 



I 



= r. 



l/élément différentiel nouveau est r drdtfdz' . Toutefois la Iransfor- 
oiation définie par les formules précédentes n'établit pas une corres- 
pondante parfaite, point par point, entre {x^y^ z) et (r, cp, z'). L'aie 
des z et le demi-plan xoz sont singuliers dans la transformation. 
Pour lever la difficulté, il suffit d'écarter pour un instant la portion 
du domaine a comprise entre les plans 'j) = o et '^ = 21: — e et de 
prendre, lorsque e tend vers zéro, la limite vers laquelle tend le résul- 
tat obtenu pour ce domaine réduit. On reconnaît ainsi que la formule 
subsiste. 

Passons maintenant des coordonnées semi-polaires aux coordon- 
nées polaires p, 6, y' par les formules 

r = psin6, ^'=pcosÔ, y = ç'. 

On a, en considérant les deux systèmes {x, y^ z), (p, 6, ©'), 

lyjx.y^z ) ^ D(x,y,z) D(r,ff,z') 
D(p, 0,(p') D(r, (p, «')*D(p,e,^')* 

Le premier déterminant du second membre est r ou p sinô. Evaluons 
le second, 

sin6 p cos6 o 
o O I = p. 

cosG — p sin6 o 



D(r, q>. z*) __ 

n(p,ê,o')~ 



L'élément différentiel de l'intégrale triple en coordonnées polaires 
est donc p^ sin6 rfp ^Ôrfcp. On lève, comme précédemment, les diffi- 
cultés relatives aux singularités de la transformation. 

185. Applications des intégrales triples. — i** Centre de gra- 
vité, — Un corps est dit homogène si la masse d'une portion quel- 
conque est au volume de cette portion dans un rapport constant. Ce 
rapport constant [jl est dit la densité du corps. Rapportons celui-ci à 
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trois axes rectangulaires oxyz. Sa masse M est 



M 



= ^111'""'^'" 



Si le corps n'est pas homogène, nous nous placerons dans les condi- 
tions où il y a une densité en chaque point. Cela revient à admettre 
qu'étant donné un point (^oî^Oî^o) du corps, si Ton considère une 
portion du corps contenant (^oj^o? ^o)? ^^ rapport de la masse de 
cette portion à son volume tend, lorsque cette portion devient infi- 
niment petite dans toutes ses dimensions, vers un nombre déter- 
miné UL. Ce nombre [jl, qui est fonction de :r, r, 3, est dit la densité 
en ce point. La masse du corps est 



M 



= 11) \^{^^y,^)dx dydz. 



Le centre de gravité du corps est un point tel que la somme des 
moments par rapport à un plan des masses des différents points du 
corps est égale au moment par rapport au même plan de la masse du 
corps supposée concentrée au centre de gravité. 

Soient 5, rj, !^ les coordonnées du centre de gravité. Prenons les 
moments par rapport au plan des yz par exemple. Soit /w/ la masse 
d'un volume élémentaire du corps, entourant le point (;r/, >^i, z/). 

Considérons la somme ^^/, /w/; elle a pour limite fil x\i.dx et 

représente la somme des moments des éléments du corps par rapport 
au planj^2. On doit avoir 

?// I y-dx dy dz =i l l I ixx dx dy dz. 

On a pour rj et Ç des expressions analogues. 

2** Moment d'inertie, — Soient un axe A et un système de^ 
points M|, à chacun desquels est attachée une masse m/. Soit encore r/ 
la distance du point M, à A. On appelle moment d'inertie du système 

de points par rapport à Taxe, la somme ^/w/r?. S'il s'agit d'un corps 

continu A, cette somme doit être remplacée par 



/ / / fir* dx dy dz^ 



[X étant la densité au point (^, JK> ^)y ^ ^^ distance de ce point à l'axe. 
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186. On démontre, comme pour les intégrales doubles, que, si la 
fonction y, dont on prend Tinlégraie triple, dépend de paramètres a, 
j3, ... et est fonction continue par rapport à l'ensemble de toutes les 
variables x, y^ 5, a, p, . . ., l'intégrale triple est fonction continue 
des différents paramètres. Si y* a une dérivée par rapport à un para- 
mètre a, continue par rapport à l'ensemble x^ y^ 5, a, l'intégrale triple 
a, par rapport à ce paramètre, une dérivée qu'on obtient en rempla- 
çant sous le signe / / / la fonction f par -j^- 

De même qu'on a pu, dans certains cas, étendre les notions d'inté- 
grale simple et d'intégrale double à des champs infinis ou à des 
champs bornés, contenant des valeurs où la fonction y devient infinie, 
de même on pourra faire cette extension pour les intégrales triples. 



VI. — Aire d'une surface courbe. 

187. Considérons une surface définie dans les conditions sui- 
vantes : 

1° Les coordonnées x^ y, z d'un point de la surface sont données 
par les formules 

les fonctions y, tp, «i élanl définies et continues pour tout point du 
champ \ du plan des (//, v) 

Si u reçoit une valeur déterminée de l'intervalle (a, ,3), r élanl 
variable, le point {x^y^z) correspondant décrit dans l'espace un 
arc de courbe Cq. Quand u varie à son tour, c© décrit une surface S. 
A deux points ( a, v) distincts de A correspondent deux points {x^y^ z) 
distincts. La surface S peut être aussi engendrée par le déplace- 
ment de l'arc de courbe v =z const., u variable, lorsque la constante 
varie dans l'intervalle (a', fi'). 

2" y, '^, ']^ ont des dérivées partielles continues par rapport à l'en- 
semble des variables a, s? dans le champ A. 

3" Les déterminants fonctionnels 

^{y.^) ^{z,x) l>{x,y) 
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qui, d'après l'hypothèse précédente, sont fonctions continues dans le 
champ A, ne sont jamais nuls simultanément. 

(>ela posé, on reconnaît qu'à un domaine plan F contenu dans A 
correspond une surface S, portion de la surface 2. Nous allons 
chercher à donner un sens à la notion d^aire de la surface S. 

Ëfiectuons dans le plan des (</, (^), par des parallèles aux axes, un 
carrelage de côté p. Prenons un des carrés obtenus; soient a, 6, c, 
d ses sommets, a, A, c ayant les coordonnées 

(//, v) étant un point de ce carré, on a 

(£/', r') étant, lui aussi, un point du carré. On a des expressions ana- 
logues pour y el 3, en remplaçant /par ^ et i^, 

A cause de la continuité des six dérivées partielles de /", ^, i/^ 
à £ > o on peut faire correspondre o >► o tel que, si p <; o, les valeurs 
de ces dérivées en un point quelconque du carré diffèrent de leurs 
valeurs en a de moins de e. Cela posé, considérons les trois quan- 
tités Ç, Yj, s définies par les formules 

{ =/( "o,«'o) -+- ( w — Wo) ;t~ -t- (ï' -- t^o) -fr' 

àuo à^Q 

On a, d'après ce qui précède, 



a: — Ç|< e( w — Mo) -+- e(t^ — Co)< 2ep, 
1^ — ïl|<2ep, |« — CI <'2sp, 

d'où résulte 

distance (x, y,z) à (Ç, /,, Ç) < 6ep, 

et cela dès que p est plus petit qu'une certaine valeur o. 

Quand (a, t^) prend toutes les positions dans le carré aécrf, (Ç,t), Ç) 
décrit dans l'espace un parallélogramme P de sommets A'B'G'D' el l'on 
a comme précédemment (n"' 162, 182) 

UB')-Ç(A') = p^, ^(B')-^(A') = P^> ..., 
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d'où 



—i/(^)'-fâ)'-fê)' 

L'aire de P esl égale à la racine carrée de la somme des carrés des 
aires de ses projections sur les trois plans de coordonnées. La pro- 
jection P| de P sur le plan des xy^ par exemple, esl le parallélo- 
gramme décrit par le point Ç, i\ du plan des xy, et l'on a 

Posons 



L'aire de P est donnée par la formule 

Soit G une limite supérieure des fonctions suivantes : 



Soit g une limite inférieure positis^c de H, qui est continu et tou- 
jours positif, d'après l'hypothèse 3°. On a 

A'B'<Gp, A'C'<Gp. 



Evaluons une limite inférieure des hauteurs de P. On a 

distance A'B' a C'D'= — , > -^ > ? f- 

A B Gp G 

Revenons au point (x^ y^ z) correspondant à (u, f). Quand (w, v) 
décrit le carré abcd^ (x^ y^ z) décrit dans l'espace un morceau de 
surface ABCD. On est conduit à considérer le parallélogramme P 
comme représentant ce morceau de surface avec une approxi- 
mation d'autant plus grande que e est plus petit. Nous constatons 
en effet que les côtés et les hauteurs de P sont de l'ordre de p, tandis 
que la distance d'un point de P au point correspondant de S est plus 
petite que 6ep. 

La somme des aires des parallélogrammes P correspondant à tous 
les carrés aècrf entièrement contenus dans le domaine F a pour limite, 
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quand p tend vers zéro, Tintégrale double 

1= C C\\{u,v)ducUf, 

C^esl ce nombre 1 que nous appellerons Uaire de la portion de sur- 
face S. Nous allons, pour préciser cette notion, démontrer deux pro- 
priétés qui caractérisent le nombre I. 

188. Nous dirons qu'une surface S| est image d'une surface S si 
l'on peut établir entre les points de S et ceux de S| une correspon- 
dance réciproque remplissant les conditions suivantes : quand un point 
de S décrit un arc de courbe L, le point correspondant de S< décrit 
un arc de courbe Lf. Si le premier ne passe pas deux fois par la même 
position, il en est de même du second. Si L décrit un morceau de 
surface sans passer deux fois par la même position, L| décrit de la 
même manière un morceau de surface sans passer deux fois par la 
même position. En d'autres termes, on suppose que les deux sur- 
faces se correspondent au point de vue de la géométrie de 
situation. Par exemple, dans les hypothèses précédentes, le domaine V 
du plan des (w, v) est image de S; le carré abcd^ le morceau de sur- 
face ABCD et le parallélogramme .VB'C'D' sont trois surfaces qui 
sont deux à deux images l'une de l'autre. 

Nous dirons Iqu'une surface S|, supposée image de S, est appro- 
chée de S à e près si l'on peut établir entre les deux surfaces une 
correspondance dans les conditions précédentes, la distance de deui 
points correspondants étant plus petite que e. Par exemple, dans ce 
qui précède, le morceau de surface ABCD a pour image approchée 
à 6ep près le parallélogramme A'B'C'D'. Nous allons chercher à 
définir des surfaces polygonales de plus en plus approchées 
de S. Nous étendrons le sens du mot surface polygonale en l'appli- 
quant à toute surface composée d'un nombre fini de portions de plans, 
chacune de ces portions pouvant être limitée par des courbes planes. 
Par exemple, la surface d'un cube dont on enlève une face et dont 
on limite les faces adjacentes par des courbes est une surface poly- 
gonale. 

189. Etant donnée la surface S, nous allons tout d'abord construire 
une surface polygonale variable S« dans les conditions suivantes : 
S| est formée par la juxtaposition d'un nombre fini de portions 
de surfaces planes dont chacune est l'image de plus en plus 
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approchée d'un morceau de S, les portions de surfaces planes 
de S| étant juxtaposées entre elles comme le sont les morceaux 
de S. Eu outre, la somme des aires de toutes ces portions, c'est- 
à-dire Faire de S|, tend vers le nombre l. 

Pour construire la surface Sf, prenons dans le plan des (c/, v) le 
carré abcdy de côté p, que nous partageons en deux triangles par la 
diagonale bc. 

Quand ( w, if) décrit le triangle abcy (x, y^ z) décrit un morceau de 
surface ABC, et d'autre part (Ç, yj, Ç) décrit le triangle A'B'C {J/g'> 8 ;. 
Nous prenons comme image du morceau de surface ABC le triangle 
ABC, la correspondance étant établie comme il suit. Rappelons que 
le triangle A'B'C correspond au triangle abc du plan des (//, t^) 

Kig. 8. 




A*^ 



par des formules où Ç, t^, 2^ sont linéaires en i/, ^*. De la même ma- 
nière, nous pouvons trouver une loi faisant correspondre au point 
{«/, v) du triangle abc un point (oTi, j'<, 5|) qui décrira le triangle 
ABC, J"i, >'|, Z\ étant de la forme 

Xx = lu -h mv -h Al, ^, = /'a -h m'i» -h /i', zi — fu-h m'v -r- n'. 

Les neuf coeificients /, m, /i, l\ ... sont en ellet déterminés par les 
neuf conditions obtenues en exprimant que les trois points A, B, C 
correspondent respectivement à a, ft, c. En langage géométrique, on 
considère la correspondance homographique parfaitement déter- 
minée qui fait correspondre ABC à abc. 

Considérons les deux points (:r<, yi, g,), (Ç, tj, ÎÇ) correspondant à 
un même point (//, v). Les trois différences X\ — Ç, ... sont linéaires 
en tt, i\ Par suite, si («, v) décrit un segment de droite, x% — Ç 
atteint sa plus grande valeur absolue en Tune des extrémités ; si (m, v) 
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décrit un triangle, Xt — Ç atteint sa plus grande valeur absolue en 
l'un des sommets. Or, pour chacun des sommets a, 6, c, il y a coïn- 
cidence entre le point de S et le point correspondant (^i,j^i, ^i); 
donc, en a, 6, c, on a X| = a: et, par suite, a?i — $ = a: — Ç. Or, on a 
\a: — $|<;2Êp (n^lST). Donc, en chaque sommet, on a \xi — Ç|<Iiiep. 
Donc, pour tout point du triangle abc^ on a 

(i) la:, — JK'jitp. 

Comparons maintenant deux points (j:, y^ ^), (^i,^i, z^) corres- 
pondant au même point (e/, v). Des deux inégalités 

résulte 

|a?, — a?|< 46p, 

et de même \y^ — ^K 4£p) l-^i — js |<[4sp, d'où 

distance (ar, >^, 3) à (a?,, ^,, «i) < laep. 

De la même manière, on fera correspondre au morceau BCD le 
triangle BCD, et les mêmes méthodes s'appliqueront à chacun des 
carrés tels que abcd, qu'on peut construire dans A. Nous pouvons 
dire que les triangles ABC, BCD constituent des images appro- 
chées des morceaux de sur/ace ABC, BCD, à laep près. Nous 
construirons la surface S| en appliquant ceci à tous les carrés ayant 
une partie commune avec F. En ce qui concerne les carrés qui 
empiètent sur F, nous ne retiendrons dans S< que les parties corres- 
pondant aux parties contenues dans F. 

Soient T l'aire du triangle ABC, T' celle du triangle A'B'C. Éva- 
luons une limite supérieure de T — T'. 

Soient T,, Ta, T3 les projections de T sur les plans xy^ xzj zy, 
T;,T;,T; celles deT'. On a 

T = /2TÏ, T'= v/STV ; 

donc (p. i4^9 note) 

|T'-T|<|T,-T;| + IT,-T;|-MT3-Ti|. 

Évaluons 1\ — T',, c'est-à-dire la dilïérence des aires des trian- 
gles Al B, Cl décrit par le point (X|,K, ) et A'jB'jCj décrit par (Ç, Tj). 
On a, d'après (i), 

distance (ar,, J'i) à ({, tjX 4ep. 
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Il en résulte que, si l'on trace {/ig» 9) le triangle A^B', C',, et que 
l'on mène de part et d'autre de chaque côté une parallèle à ce côU- 
à la distance 4^?? le point (Xi^yt) sera compris, lorsqu'il décrira le 




côté correspondant de A,B,C|, entre ces deux parallèles. Deux cas 
sont possibles : 

1° Si le rayon r du cercle inscrit au triangle A', B^ G', est supérieur 
ou égal à 4sp7 avec les six parallèles aux côtés de ce triangle ainsi 
obtenues on forme deux triangles Q', Q, hoinothétiques de T', par 
rapport au centre du cercle inscrit. Le triangle extérieur Q' con- 
tient ï| et T', qui, eux-mêmes, contiennent le triangle intérieur Q. 
La ditlerence Q' — Q est la réunion de trois trapèzes dont chacun a 
pour base médiane un côté de T'^ et pour hauteur Sso. Nous avons 
vu (n" 187) que chacun des côtés A'B', X'G est plus petit que Gp. 
il en est, a fortiori, de même pour leurs projections A', Bp A', C', . Le 
troisième côté B'^ G'^ est donc plus petit que 2Gp et le périmètre du 
triangle plus petit que 4 Go, d'où 

T; — T, I <Q'— Q<8ep.4Gp = 32Gêp*. 
•2" Si /• -< 4^?? imaginons (Jig' 10) un cercle de rayon 4 s? dont le 

Fi g. 10. 




centre parcourt le périmètre du triangle T', . Le domaine balayé par 
ce cercle comprend à son intérieur le périmètre du triangle T, ; donc 
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la réunion de ce domaine avec T', constitue un domaine B qui con- 
tient T', et T,. Par suite, on a 

|T;-T,|<e. 

Le domaine est constitué : i" par le triangle T', dont Taire, égale 
au demi-produit du périmt'tre par le rayon du cercle inscrit, est 
moindre que 2(ip/', donc moindre que '>4(jo.4£?; 2" par trois rec- 
tangles construits extérieurement à T', avec les côtés de T', comuie 
bases et /(-? comme hauteur; 3" par trois secteurs circulaires de 
rayon 4*? ayant pour centres les trois sommets du triangle. On a 

donc 

H < 9, G p . î £p +- I G p . 4 îp -H 3 rf î ep ;'. 

Le second membre de cette inégalité est de la forme 

£P»(M-heN), 

M et N étant deux nombres. 

En réunissant les deux cas de r^I/\tp et r <Z 4sp, on voit que Ton 
peut toujours trouver un nombre déterminé A tel que, dès que e et o 
sont plus petits que certaines quantités, on a 

|t;-t,i<Xep^ 

l^e même fait a lieu pour les deux autres projections, d'où finale- 
ment 

T'— T| < 3Xep«. 



Appliquons le même raisonnement aux triangles B(^D, B'C'D', et 
faisons la somme des deux inégalités obtenues. Il vient, en désignant 
comme précédemment par P l'aire du parallélogramme A'B'C'D', 

I P — (aire ABC -h aire BCD ) | < fiXsp*, 

ou, en remplaçant P par sa valeur IIo?^, 

aire ABC -h aire BCD = H„p* -*- |iip', 

la borne supérieure des nombres j [jl, J pour tous les carrés tendant 
vers zéro avec p. 

Supposons écrites les relations analogues pour chaque carré du 
carrelage ayant une partie commune avec F, en ne retenant des carrés 
qui empiètent sur F (carrés irréguliers ) que la partie contenue dans F. 
Faisons tendre p vers zéro. I^a somme des aires des carrés irréguliers 
tend vers zéro. Il en est de même de la [)«)rtion de S| correspondant 
B. i4 
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à ces carrés, car le rapport d'une portion de S| à la partie co^^e^- 
pondante de F est inférieur à G -h [jl, G étant une limite supérieure 
de H et |x une limite supérieure des nombres | [X| |. La portion de S^ 

correspondant aux. carrés intérieurs à F est \^( ABC-h BCD), et 
Ton a 

2(ABGh-BCD)=2HoP«-4-2î^'P'- 

Quand p tend vers zéro, le premier terme du second membre tend 
vers / /H(m, v)duff\'\ le second tend vers zéro, ce qui établit la 

propriété énoncée, à savoir que Faire de S| tend vers I. 

liK). Montrons maintenant qu'iï est impossible de trouver urn' 
sur/ace polygonale variable S, remplissant les conditions indi- 
quées au n^ 189, la somme des aires des portions de surfaces 
planes qui constituent S| tendant vers un nombre V moindre 
que I. 

En efiet, nous avons vu que les hauteurs du parallélogramme P 

sont plus grandes que p ^• 

Assujettissons-nous à prendre e de façon que Fon ait 

a4ep<pj ou e<.^. 

Traçons alors à Fintérieur de P, parallèlement à chaque coté, une 
droite à la distance i2£p de ce coté. Il y a {Jig- 1 1) à Fintérieur de 
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ces droites un parallélogramme P,. La diU'érence P— \\ est plus 
petite que la somme de quatre parallélogrammes ayant pour bases les 
côtés de P et pour hauteur I2ep, c'esl-à-dire que Fon a 

P — P, < i2ep(2.VB'-+- 7. A'(7) < 48£Gp», 
P,> P — 48eOp«. 
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Soit S| une surface constituée par des polygones plans qui soient 
images approchées de morceaux de S, à 6ep près. Etudions l'arc A, B| 
de S| qui correspond à Tare AB de S. On a, par hypothèse, 

distance {x^ yi, ^i) à (ar, y, z) <6ep, 

et, d'après le n" 187, 

dislance {x, y, z) à (Ç, yj, Ç) <6£p, 
d'où résulte 

distance (a?i, yu ^\) à ($, r,, Ç) < i^ep, 

et si, au lieu de ces deux points, on considère leurs projections sur 
le plan de P, l'inégalité a lieu a fortiori. Donc, quand (Ç, ?;, s) 
décrit A'B', la ligne A,B|, décrite par (:c«, y^^ Z\)^ a sa projection 
sur le plan de P, extérieure au parallélogramme P| ; de même pour 
les lignes A| Ci, ... correspondant aux autres cotés de P. Donc, la 
portion de S| correspondant au carré abcd se projette suivant 
une aire contenant P,. Son aire est supérieure à P», c'est-à-dire 
àP — 48eGp^ 

Cela posé, donnons-nous un nombre positif |jl et effectuons dans 
ie plan des (e/, i^) un carrelage de côté p. Formons la somme 

2 H(Wo, i>o)p*, 

étendue à tous les carrés du carrelage entièrement contenus dans F. 
Quand p est assez petit, cette somme est plus grande que 1 — [jl. 

Choisissons e en nous astreignant aux conditions déjà fixées, 
ipuis p en nous astreignant aux conditions qui en résultent et, en 

Hop'"* soit plus grand que I — ijl. Si, dans ces con- 
ditions, nous considérons la surface S| précédente, la somme des aires 
des portions qui la composent est plus grande que \] P — 48eG5!p'* 
En remplaçant^ P par sa valeur^ Hop^, nous avons l'inégalité 

aire Si > I — \l — 48£Gr. 

Or, les deux termes ul et 48£Cr peuvent être rendus aussi petits 
•que l'on veut; donc traire de S| peut surpasser tout nombre infé- 
rieur à I dès que e et p sont inférieurs à certains nombres. La pro- 
position énoncée résulte immédiatement de là. 
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191. Le nombre I nous apparaît ainsi comme ayant par rapport à 
la surface une propriété intrinsèque, indépendante de sa représen- 
lation paramétrique. 

Remarques. — i" Dans la formule 



=//" 



du dv^ 



on peut convenir de désigner H du dv par di et dire que c'est l'élé- 
ment différentiel de Uaire, Si l'on considère sur celte surface les 
courhes coordonnées correspondant à // = const., \;> = const., on dira 
que rfo- représente la valeur principale de la portion de surface com- 
prise entre les courhes w, u -h du^ v^ i^ -\- dv. 

2" Dans le cas particulier où l'équation de la surface est de la 
forme 

le tableau des dérivées de :c,^', 5 par rapport aux deux paramètres j:-,v 

est 

dz 

dx 

ày 
Les trois déterminants fonctionnels déduits de ce tableau sont 

ôz dz 

Ox ôy 

L'élément différentiel est donc 



'''=v/'^(£j'^(?y'''^''-^- 



3" Revenons au cas général et supposons qu'on effectue un chan- 
gement de variables sur les paramètres w, i', ce changement étant ré- 
versible dans le domaine considéré. 

Nous savons a priori que nous devons trouver pour expression 
de I une expression analogue en fonction des nouveaux paramètres 
Ux^ (^, puisque nous avons donné une propriété intrinsèque du 
nombre I. En effet, on a, par le changement de variables. 
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de sorte que, si l'on forme la fonction H relative à u^^ «^o ^^^^ trouve 



et l'on a 



D(w,, vi) 



j jVi{uuV^)duxdvx = J 1^ H(w,(^) 



D(mi,p,) 



du\dvx> 



Cette intégrale est bien celle que l'on obtient en faisant directe- 
ment le changement de variables dans / / ]A{u^v)dudv, 

4" De l'étude faite résulte que, si l'on décompose S en plusieurs 
morceaux Si, So, . . -, S>i, on a 

/l H du d9 = I I l] dudv -h. . .-h f 1 U du dv, 
./s • ' »^S, • *^Sh 

c'est-à-dire que l'aire totale est égale à la somme des aires de ses dif- 
férentes parties. 

5" Les hypothèses analytiques faites sur la surlace s'expriment, en 
langage géométrique, en disant que la surface a, en chaque point, un 
plan tangent qui varie d'une manière continue avec le point. Si l'on 
a une surface S ne remplissant pas ces conditions, mais décompo- 
sable en un nombre fini de parties dont chacune les remplit, l'aire 
de S sera par définition la somme des aires de ces difTérentes parties. 

192. Considérons le cas particulier des surfaces de révolution 
d'axe oz. On peut mettre les coordonnées d'un point (^,^, z) de la 
surface sous la forme 

.r = rcos6, j^=rsin6, -s, 

relz étant des fonctions données d'un paramètre t; /•, 9, ^sont les coor- 
données semi-polaires. Le tableau des dérivées de x^y, s par rapport 
aux variables indépendantes l, 8 est 

— r sin 6 r cosO o 

Les déterminants fonctionnels qui s'en déduisent sont, au signe près, 

rr\ r>3'cos6, r-s'sinO, 
d'où résulte 

di = r \/r'i -+- z'* dt dh. 
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VII. — Intégrales curvilignes. 

193. Considérons dans l'espace un arc de courbe L, allant de A à B^ 
rapporté à trois axes rectangulaires et défini par des relations de la 
forme 

Nous supposons que y, », '1 sont des fonctions continues, pourvues 
de dérivées elles-mêmes continues, et que l varie dans le même sens 

de a k b lorsque le point (^, J'> ^^ ^'^ ^^ ^ ^^ '^' 

Donnons-nous, d'autre part, une fonction P(x, y^ z) définie en 
tout point de l'arc A.B. 

Prenons sur cet arc entre A. et B des points intermédiaires 

Mo ou A, Ml, Mj, . .., Mrt-i, Mrt ou B, 
correspondant aux valeurs suivantes du paramètre : 

ces valeurs étant rangées par ordre de grandeur croissante ou décrois- 
sante. Sur l'arc M/_|M/, prenons arbitrairement un point (ç,-, t,i, Ç/) 
et formons la somme 

(0 2 ï^(Çi, T^i. îi)(a:|--a;/_-i). 

Je dis que cette somme tend vers une limite déterminée et finie 
si l'on fait varier la loi de partage de l' intervalle (a, b) de ma- 
nière que la plus grande différence (ti — /|_i) tende vers zéro, ou, 
ce qui revient au même, de manière que la plus grande distance 
Mi_, M I tende vers zéro. 

En effet, (Ç,-, vii, î^/) correspond à une valeur 6/ du paramètre com- 
prise entre ti_i et ti. D'autre part, nous avons, d'après la formule des 
accroissements finis, 

Xi — xi-x = {ti — ^-1 )/'(6/), 

6|- étant, lui aussi, compris entre ti_i et ti. 

A cause de la continuité de f'{t)^ qui entraîne la continuité uni- 
forme dans l'intervalle borné (a, è), nous pouvons poser 

/'(e;)=/'(0/) + e,, 
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la borne supérieure i des nombres | n \ tendant vers o quand la loi de 
partage de l'intervalle (/7, b) varie de manière que la plus grande des 
différences (// — /(_i) tende vers o. La somme (i) peut alors s'écrire 

Si l'on fait varier la loi de partage de manière que la plus grande 
différence ti — //.i tende vers o, le second terme tend vers o, car 
il est plus petit en valeur absolue que eA(6 — a), A étant la borne 
supérieure de | P(a;,^, 5) | dans l'intervalle (a, b). 

Dans les mêmes conditions, le premier terme tend vers l'intégrale 



f P[/(0, ?(0, ^{t)]f{t)dt. 



On reconnaît que dans cette intégrale l'élément différentiel est ce 
que l'on obtient si dans l'expression P(x, y, 5) dx on remplace x, y^ z 
p'dr/{l)j f (^), '^(t) et dx pdiT f[t)dt. On convient de désigner cette 
intégrale par 

et Ton dit que c'est une intégrale curviligne prise le long de l'arc 
de courbe AB. 

De la même manière on définit / Q(x, y, z) dy et / R(a?,^, i) dz ; 
par définition, on désigne par 

/ P(x.y, z)dx->rÇl{x,yy z)dy-\' K(x,y, z) dz 

•A. 
la somme de ces trois intégrales. 

194. Remarques, — i" Si l'on exprime t en fonction d'un nouveau 
paramètre tt, l'intégrale en t est modifiée comme il suit : on fait le 
changement de variable dans Pf{t) et l'on remplace dt par ^^^rfa.On 
reconnaît que l'élément différentiel obtenu est celui que l'on obtient 
si l'on applique directement la définition de l'intégrale curviligne à la 
fonction P en prenant pour paramètre a. 
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'À^ Les deux intégrales 

f Pdx-^Qdv -\-Hdz et f P dx -h Q dr -h ïi. dz 

•^ AB " «^A 

sont deux nombres opposés. 

3" Si C est un point de l'are AB, on a 

f P dX'^qdy-^-Hdz= f P dx-^qdy-^Kdz-^ f P dx ^ Cidy-^Kdz. 

4" Si l'on a un arc de courbe ne remplissant pas toutes les condi- 
tions permettant de définir une intéjçrale curviligne le long de cet arc, 
mais formé par la réunion bout à bout d'arcs qui les remplissent, 
l'intégrale curviligne le long de l'arc total est, par définition, la somme 
des intégrales curvilignes le long des différents arcs partiels. 

5" Si L est un conlowv fer ni(% l'intégrale prise le long de L est in- 
dépendante du point de départ, mais elle dépend du sens de parcours 
et change de signe si ce sens est changé. 

19o. Dérivation d^ une intégrale curviligne par rapport à un 
paramètre, — Supposons que P soit fonction de certaines variables 
a, [ï, . . . jouant le rôle de paramètres et considérons une intégrale 



curviligne 



I = / F ( a?, )', z, a, p, . . . ) dx. 



Si P est fonction continue |)ar rapport à l'ensemble des variables x. 
y, :;, a, j3, ..., il en résulte que I est fonction continue des para- 
mètres a, ^, . . .. Si P a une dérivée par rapport à a, par exemple, 
1 a aussi une dérivée par rapport à a et on l'obtient en remplaçant la 
fonction que l'on intègre par sa dérivée par rapport à a. En effet, en 
considérant 1 comme une intégrale en /, on sait que l a une dérivée 
par rapport à a, et l'on a 

• a 

On reconnaît que l'intégrale du second membre n'est autre que 
l'intégrale curviligne / -r- dx. 

En résumé, la règle ordinaire de dérivation s'applique aux in- 
tégrales curvilignes. 
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196. Formule de Green. — La formule de Green établit une re- 
lation importante entre une intégrale curviligne plane et une inté- 
grale double. Considérons d'abord le cas particulier suivant : 

On a, dans un plan Oxy {fig- 12) un domaine A limité par deux 
parallèles à Oy d'abscisses a qI b {a <C b) el par deux, arcs de courbe 
ayant pour équations 

6| et H2 étant fonctions continues de x dans l'intervalle (a, b) et telles 
que 62 > Si (sauf peut-être pour a et 6, où l'on peut avoir 6.j = 0, ). 



Kig. 12. 



y 





■x 



o 



a 



Considérons l'intégrale double étendue au domaine A d'une fonction 
qui est la dérivée partielle par rapport à y d'une fonction connue 
P(.r, v), soit 

Evaluons cette intégrale double en intégrant d'abord par rapport 
à y. Une droite d'abscisse x coupe les deux courbes frontières en 
deux points d'ordonnées j'i = 9^ {x)^ y^ = ^2{^)^ et l'on a 

1=/ dx ^£ix.y)dy= dT\V(x,y)]y-, 

1=1 P{x,yi)dx-' I P(x,yi)dx. 

L'intégrale / P(x, ya) dx est l'intégrale curviligne de P dx prise 



r 

le long de l'arc A2B2; de même / P(j7, j'^) dx est l'intégrale 

*'a 



curvi- 
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ligne de Prix prise le long de l'arc A| B| ; donc 



1= f Vdx— f Pdx, 

*^A,B, «^A.B, 

= — f Pdx^ f Pdx. 



OU encore 



L'intégrale curviligne de Prfj" prise le long des droites AiA^ouBiB^ 
est nulle, puisque x est constant sur chacune de ces droites. On peut 
donc ajouter au second membre de la dernière relation les deux inté- 
grales — / Pdx et — / Pdx. Nous pourrons alors écrire, en 

•^iB, «^A,A, 

réunissant toutes ces intégrales curvilignes, 






C'est la relation cherchée. 

En intervertissant le rôle des lettres x^ y, on constate de même le 
résultat suivant : 

Soit l'intégrale double 



' -//g-^"^^ 



le domaine A {fig^ i3) étant limité par deux parallèles à Ox d'or- 



Fig. i3. 




données a' et b' {a' < b') et deux courbes d'équations 



VII. — INTÉGR4LES CURVILIGNES. 219 

X|, Xa étant continues dans l'intervalle («', 6'), on a 
OU, en introduisant les intégrales curvilignes, 



^= f ^(y)dy-^ f (i(y)dy. 



Ajoutons au second membre les intégrales curvilignes, nulles 
toutes deuT, 

f Qdy, f qdy; 
on obtient 

•/ «/A ^•*' •-' p\'T\IP 



197. Avant de déduire de ces cas particuliers la formule de Green 
dans le cas général, nous donnerons quelques définitions. Considé- 
rons un domaine A du plan dont la frontière est constituée par un 
contour y qui remplit les conditions suivantes : il n'a pas de point 
multiple; il est formé par un ou plusieurs arcs de courbe placés bout 
à bout, chacun de ces arcs pouvant être défini par des formules de la 
forme 

/, f étant continues et ayant des dérivées elles-mêmes continues. 
Enfin, rintervalle de variation de l relatif à un tel arc peut être divisé 
en un nombre fini d'intervalles partiels dans chacun desquels / eio 
varient dans un sens déterminé, à moins que l'une des deux fonctions 
ne soit constante (c'est le cas des segments de droite parallèles à Ox 
et à O^). 

Dans ces conditions, on peut diviser le contour total en un nombre 
fini d'arcs pour chacun desquels ou bien x ouy est constant, ou bien 
chacune des variables x, y est une fonction de / toujours croissante 
ou toujours décroissante; sur un tel arc, t peut être considéré comme 
fonction déterminée de x (d'après la théorie des fonctions inverses) et 
par suite y comme une fonction déterminée de x, de même x est 
fonction déterminée de y^ de sorte que l'on a un nombre fini d'arcs 
joints bout à bout et dont chacun est représenté soit par une équation 
de la forme y= P{^)y soit par une équation de la forme x = ^(y)^ 
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les fonctions F et 4> ayant des dérivées continues. Nous appellerons 
contour simple un tel contour, points réguliers les points du con- 
tour, sauf les points en nombre fini où se raccordent deux arcs difle- 
rents ; nous appellerons ces derniers points singuliers. 

Soit M un point régulier; d'après la théorie de la construction des 
courbes, il y a en M une tangente et une normale. Traçons i^fig- i4 ' 
un cercle a de rayon p assez petit et de centre M. La portion d'arc 
de Y comprise dans le cercle se compose de deux parties BM et CM, 

Fig. 14. 




o 



.t* 



situées de part et d'autre de la normale. D'autre part, le cercle est 
divisé par Tare BC en deux parties dont l'une seulement fait partie 
du domaine A, de sorte que, parmi les deux portions de demi-normale 
en M contenues dans le cercle, l'une seulement est contenue dans A. 
Cela étant, il existe sur y deux sens de parcours. L'un d'eux étant 
choisi comme sens de parcours d'un mobile, l'arc BC est parcouru dans 
un sens déterminé. Soient Mjt' la demi-tangente qui est du même 
côté par rapport à la normale que relui des deux arcs MB, MC qui est 
parcouru après l'autre, My' la demi-normale contenue dans Tinté- 
rieur de V. L'angle x'M.y est ou bien de même sens que l'angle des 
coordonnées, ou bien de sens contraire. Dans le cas de la figure, il 
est de même sens. On reconnaît dans ce cas que le mobile a raire à 
sa gauche. 

Je dis que, lorsque M décrit le contour y f/ans un sens déterniiné^ 
le sens de x'^y par rapport à xoy reste le même, & est-à-dire 
que le mobile a constamment Vaire A à sa gauche ou constam- 
ment à sa droite. 

En eilet, lorsque M se déplace sur Tare régulier partiel dont il fait 
partie, les demi-droites Mx'^ M y' se déplacent d'une façon continue. 
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Le sens de l'angle reste donc le même. Imaginons maintenanl que M 
arrive en un point singulier P (^fig» i5), c'est-à-dire au point de rac- 
cordement de deux arcs dont chacun remplit les conditions précé- 
dentes. Soient BP l'arc par lequel le mobile arrive en P, PC l'arc par 
lequel il en part. Décrivons encore un cercle de centre P et de rayon 
assez petit. Il est divisé en deux régions dont l'une est contenue 

Fig. i5. 




dans A. Si, en parcourant BP, le mobile a à sa gauche cette portion, 
le même fait se produit quand il parcourt PC. La proposition énoncée 
' est donc établie. 

Nous dirons que le sens de parcours sur y est le sens positif, si en 
parcourant y dans ce sens le mobile a constamment l'aire A à sa 
gauche, le fait étant entendu comme il vient d'être précisé. Le sens 
de parcours sera négatif si l'aire est à droite. 

198. Considérons maintenant un domaine A limité par un contour 
simple y. Traçons {fig» i6) une ligne courbe tout entière intérieure 

Fig. i6. 




à A joignant deux points iM et N de y. A est partagé en deux do- 
maines A|, Aj ayant respectivement pour frontières MANM et 
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MBNM. Considérons une intégrale curviligne de la forme 



f 



P dx -h Q dy. 

MAMBM 

Je dis que Ton a 

(i) Ç VdT^qdy=f Vdx-+-Qdy-h f Pdr-hQdy. 

«^yANUM «^MAXH •^MMJM 

En eH'et, le second membre peut se mettre sous la forme 
f Pdx-^Qdy-^ f Pdx-^qdy-i^ f Pdx-hQdy-i- f Pdx^qdy. 

«^MAX « KM 'MX •^MIM 

Dans celte somme, le deuxième et le troisième terme ont une 
somme nulle. Il reste les deux intégrales extrêmes dont la somme est 
justement 

F ^^ -h Q dy. 



f 



NANBM 



Remarquons que, dans les trois intégrales qui figurent dans la rela- 
tion (i), les contours sont parcourus dans le même sens. 

Le résultat obtenu s'étend évidemment au cas où A est décomposé 
de la même façon en un nombre fini quelconque de domaines par- 
tiels. 

199. Cela posé, considérons un domaine A limité par un contour 
simple y. Décomposons ce domaine en domaines partiels dont chacun 
est de la forme de ceux qui ont été étudiés dans les deux cas particu- 
liers de la formule de Green. On y par\iendra de la façon suivante : 
On considère une droite parallèle à oy qui rencontre y et qui \arie 
en partant de la position d'abscisse minimum. On la déplace en met- 
tant en évidence les positions pour lesquelles elle passe par un point 
singulier; deux de ces positions consécutives déterminent entre elles 
dans A une ou plusieurs aires partielles remplissant les conditions du 
paragraphe 196. Soient Ai, A2, . . ., A/i ces aires partielles en nombre 
fini. P(x, y) étant une fonction définie dans tout le domaine A, on a 



fjjd.,y = -fj^, 



Ci étant le contour de A/ et l'intégrale étant prise le long du contour 
parcouru dans le sens positif. D'où, en faisant la somme des relations 
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analogues pour tous les domaines A/, 

D'après ce qui précède, la somme d'intégrales qui constitue le 
second membre est égale à l'intégrale prise le long du contour y, d'où 

De la même manière on établit la formule 



et, en réunissant les deux formules, 

C'est la formule de Green, Elle peut d'ailleurs s'étendre à une 
aire limitée par plusieurs contours simples. Etant donné un do- 
maine A (///?. 17) dont la frontière est constituée par un con- 

Fig. 17. 




tour y : MPM, retranchons-en un domaine Ai limité par un con- 
tour y, : NQN, et soit B le domaine restant en forme de couronne. 
Supposons que les fonctions P et Q satisfassent, ainsi que leurs 
dérivées, aux conditions de continuité dans ce domaine B. Joignons 
deux poinls voisins M et xM| de y à deux points voisins N et N| de yi. 
Le contour MPM^ N< QNM est un contour simple auquel s'applique 
la formule de Green. L'intégrale curviligne qui figure dans cette for- 
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mule s'écrit 

f P dx-hQdy-^ f Vdx-^...-h f Pdx-^.,,-h I Pdar-h . , .. 

•^'lUPM, '^>l|Nt '^N.UN «^MM 

Quand Mi tend vers M et N| vers N, la l'ormule ne cesse pas d'élre 
valable. Mais, dans ces conditions, / Prfj:-|-...H- / P dx -h - • • 

tend vers zéro ; / P dx -h . . . tend vers / P dx -+-... el, enfin. 

Jf Pdx + . . . tend vers / P dx -h . . ., de sorte que l'on a finale- 



ment 



le contour y étant parcouru dans le sens positif et le contour v, 
dans le sens qui serait le sens négatif, eu égard à la région V,, mais 
qui est le sens positif par rapport au domaine B. 

200. Reprenons le cas d'un contour simple y entourant une aire A 
et faisons dans la formule de Green 

P=j., Q = o. 
Il vient 

I y dx := — / I dx dy = — X. 

De même, en faisant 

I> = o, Q = X, 
on obtient 

j X dy = j I dx dy = A . 

En réunissant ces deux formules, on a une troisième valeur de A : 

A = - / X dy — y dx. 



= - I xdy — 



On a ainsi trois expressions de l'aire A par des intégrales curvi- 
lignes. 

La dernière présente la propriété d'être invariante pour un chan- 
gement de direction des axes de coordonnées. On s'en rend compte 
en passant })ar les coordonnées polaires; en employant les notations 
habituelles, on reconnaît que x dy — y dx se transforme en p^ d^. 
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201. Cas OÙ P et Q^ sont les dérivées partielles d'une même 
fonction. — Supposons qu'il y ail une fonction Y{x^y) continue 
dans le domaine D et telle que Ton ait 

dx ' dy ^' 

Considérons une intégrale curviligne / Ptizr-f-Qrf^, L étant un 
arc de courbe contenu dans D et défini par des relations de la forme 

On a par définition, t variant de a à 6 sur l'arc L, 
fpdx-^qdy= f jP[/(0, ?(0]/(0-^Q[/(0, ?(0]?'(0(^^. 

Posons 

F[/(«), ?(0] = *(0. 

On reconnaît que l'élément différentiel de cette intégrale est -^ dt^ 
de sorte que Ton a 



fpdx-^Qdy = <i>(6)--*(a), 



ou encore, en désignant par A et B les extrémités de l'arc, 



fpdx-^qdy^ F(B) — F(A). 



Donc, dans ce cas, la valeur de l'intégrale curviligne ne dépend 
que de la position des extrémités de l'arc; elle reste la même si l'arc 
se déforme d'une manière quelconque en restant contenu dans D, 
ses extrémités restant fixes. 

En particulier, si l'on considère un contour fermé, on voit que 
toute intégrale curviligne prise le long de ce contour est nulle. 

Prenons par exemple 

P dx -t Qdy = — •^, » 

» » X Y 

Les fonctions P et Q, qui sont ici ^, , ^ et -r^TZi' ^^^^ partout 

définies, sauf pour l'origine. Ce sont les dérivées partielles de la 
B. i5 
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fonction 

qui est défînie et continue dans tout domaine A ne contenant pas 
l'origine. 

Pour tout arc MN du plan ne passant pas par l'origine, nous serons 
dans les conditions d'application de la théorie précédente et Ton 
aura, en appelant x^^ yo 'es coordonnées de M, j^i, y^ celles de N, 



/ 



T dx 

MN 



t_^yt =-L(^?-+-^?)--L(:rî+j^î)- 



x^-^-y 



Prenons, comme autre exemple, 



c'est-à-dire 



T» j r\ j X dv — Y dx 
Vdx + (ldy= — ^^ — , 



P=-zr^. Q= " 



P et Q sont les dérivées partielles de la fonction 

y 

F(^i y) = arc tang - • 



X 



Pour être dans les conditions d'application de la théorie précé- 
dente, il faut trouver une aire où F soit parfaitement définie en tout 
point et continue. En premier lieu, il faut écarter l'origine; les sys- 
tèmes de valeurs telles que j: = o, y^o ne sont singuliers qu'en 

apparence, car, lorsque — devient infini, la fonction arc tang — prend 

une série de valeurs finies. Considérons un cercle de centre O et de 
rayon r et retranchons-en un cercle de centre O et de rayon e. On 

reconnaît que l'on ne peut trouver une détermination de arc tang — 

qui serait bien définie pour tout point de la couronne et aurait pour 

dérivées les fonctions P et Q. 

En effet, faisons mouvoir un point M dans le sens positif sur un 

troisième cercle de centre O et de rayon compris entre r et 6. En 

posant 

OM==p, 
on aura 

x=pcos<p, ^ = psin(p, 

et <p sera une des déterminations de arc tang-- Si l'on part pour 

X 
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cette détermination de la valeur o, quand M sera revenu à son point 
de départ, la valeur obtenue pour o sera augmentée de 2 7t. On ne 
constitue pas une fonction qui serait partout continue dans la cou- 
ronne (e, r) et qui aurait pour dérivées P et Q. Pour éviter cette 
difficulté, nous enlèverons de la couronne la partie comprise entre 
les rayons correspondant aux angles o et a, a étant aussi petit que 
l'on veut. Il reste un domaine dans lequel on peut fixer une détermi- 
nation de arctang- qui est, dans tout ce domaine, fonction bien 

déterminée et continue. Dans ces conditions, l'intégrale curviligne le 
long de tout chemin compris dans ce nouveau domaine a une valeur 
déterminée qui ne dépend que des extrémités. 
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202. Considérops une surface S ayant pour équation en coor- 
données rectangulaires 

y étant définie en tout point d'un domaine A du plan des (a:, y). Soit 
R(jr, y'j z) une fonction définie dans une certaine région contenant S. 
Prenons l'intégrale double 



I = / / R[x, y,f{x, ^)] dxdy. 



On peut convenir de considérer ce nombre I comme attaché à S. 
Pour préciser, rappelons que nous avons été conduits à appeler 
élément différentiel de Vaire de la surface l'expression 



'''=v/"^(ë/^(^y'^''-^- 



D'autre part, les cosinus de la normale au point (a?, y, ;;) sont 

donnés par 

cosa _ cosp cosy 



<)z oz — I 



dx dy 



d'où 



cosy ==t 



i/-(Ê)'-(ë)' 
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ce quî conduit à'écrire, en supposant cosy positif, 

, dx dy 

d(j = ^• 

COSY 

Nous sommes conduits à remplacer, dans l'intégrale double précé- 
dente, dx dy par cosy rh et à écrire conventionnellement 



1= / I R{Xyy, z)cos^ d(j. 



Il y a lieu de distinguer en un point de S deux demi-normales. 
Pour l'une, y est aigu; pour l'autre, il est obtus. On peut considérer 
chacune de ces demi-normales comme attachée à une face de S. Nous 
appellerons /ace supérieure celle pour laquelle cosy est positif; 
l'autre sera la /ace in/érieure. 

Pour la face supérieure, nous poserons 

J = I, 
et, pour la face inférieure, 

J=~I. 

On peut étendre la définition de J au cas d'une surface décompo- 
sable en morceaux dont chacun remplit les conditions "précédentes. 

De la même manière, en désignant par B et C les projections de S 
sur le plan des yz et sur le plan des zx^ on considère les intégrales 
doubles 

1 yP djr dz, j Tq dz dx, 

et on les écrit conventionnellement 

/ I V{x,y, z)cosad(j, j / Q(a?,^, «) cos^t/a. 

D'une manière générale, par addition de telles intégrales, on 
obtient une intégrale de sur/ace étendue à S ; c'est une expression 
de la forme 



// 



[P(x, y, z) cosa -h Q^ar, j^, ^) cos^ h- R(r,^, z) cosy] ^^> 
s 

l'intégrale étant étendue soit à l'une des faces, soit à l'autre. Pour 
l'évaluer, on la sépare en trois parties; dans chacune de ces parties, 
on remplace respectivement cosarfo-, cosprfo-, cosyrfo" par dz dydzy 
± dz dx^ d= dx dy. En ce qui concerne le signe, pour chacune des 



VIII. — INTB6R4LES DE SURFACE. 22g 

faces, chaque cosinus a un signe déterminé. Si cosa, par exemple, 
est positif, on choisit devant dy dz le signe -h; de même pour les 
autres. 

203. Formule de Green, — Prenons un domaine D compris 
entre deux surfaces S| et Sj ayant pour-équations 

et le cylindre projetant ces surfaces sur le plan des xy] 6| et 62 
sont des fonctions définies en tout point d'un domaine Â du plan 
des xy. Soit R(j:, y^ z) une fonction. 
Considérons l'intégrale triple 



iii 



-r- dx dy dz. 



Elle est égale (n^ 179) à 

(0 ff^^^^'^' ««)- R(^ir» -«1)] ^^^y^ 

Z2 et Zi étant égaux à 6a(^, y) et Oj (x^ y). 
Or, l'intégrale 

m 

peut être considérée comme intégrale de surface de la fonction R 
étendue à la surface S2 et prise sur la face supérieure, c'est-à-dire 
sur la face extérieure au volume. De même l'intégrale 

— /y R(ar, ^, zi)da:dy 

peut être considérée comme intégrale de surface de Rétendue à S| et 
prise sur la face inférieure, c'est-à-dire encore sur la /ace extérieure 
au volume. 

D'autre part, si la frontière de D comprend un cylindre, l'intégrale 
de surface de R étendue à ce cylindre doit être considérée comme 

nulle, car dans l'expression / /Rrfo-cosy, cosy sera constamment 

nul. On peut ajouter cette intégrale de surface à l'expression (i) 
et l'on reconnaît que l'on obtient ainsi V intégrale de sur/ace de fa 
fonction R étendue à la face extérieure de la frontière S du 
domaine D. C'est en cela que consiste la formule de Green; elle 
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s'écrit 

/ / I —dxdy dz = j / R (x, ^, z) cosy do. 

Le résultat s'étend à un domaine de forme plus compliquée, décom- 
posable en domaines de la forme précédente. 

En permutant le rôle des variables x, >', 5, on obtient deux autres 
formules analogues, d'où, par addition, la formule générale 

l'intégrale de surface étant prise sur la /ace extérieure de S. 
Si l'on fait en particulier 

F = ar, Q = o, R = o, 
on obtient 

/ / j dx dy dz = j l x dy dz^ 
ou 



''=IJ'''^'"- 



On peut obtenir de la même façon deux autres expressions du volume 

V=/ I y dz dz = I I z dx dy. 

204. Formule de Stokes. — Plaçons-nous dans les conditions sui- 
vantes : On a une surface S définie par une équation de la forme 

Elle se projette sur le plan des xy suivant un domaine A limité 
par un contour simple y. Soit L le contour de S, qui se projette sui- 
vant y. Nous dirons que S est limité par L. Considérons l'intégrale 
curviligne 






z)dT. 



On suppose le sens du parcours sur L choisi de telle sorte que la 
projection du mobile qui parcourt L dans ce sens parcoure y dans le 
sens positif. D'après cela, on peut écrire 

1= f^[^,y./{^.y)]^lT= f\\{T,y)dx 
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en pQsant 

IM^,r. /(^>^)] = P|(^»^)• 
Appliquons la formule de Green à l'intégrale curviligne 

On a 



'=jj^''^—ir-^'^''^- 



Évaluons -r-^- On a 
ày 

££i - ^ ^ — 
ày ~" ày àz dy 

d'où, en portant cette valeur dans l'intégrale double, 

Cette intégrale double peut se mettre sous la forme d'une intégrale 
de surface attachée à S. Remplaçons dxdy par cosy rfo", ce qui 
revient à considérer la demi-normale faisant un angle aigu avec 0-3, 
c'est-à-dire à prendre l'intégrale sur la face supérieure de S. On a 



'=-/X(^-^Sê)'="*^'"- 



Séparons l'intégrale en deux parties et remarquons que l'on a 

cosa _^ cosp _ nos Y 
àz ~ dz — I 

dx ày 

de sorte que -r- cosy, qui entre dans l'intégrale précédente, peut se 
remplacer par — cosp, ce qui nous donne 



=/X(^''''^"^'"'^)'''- 



Remarquons que cette formule subsiste, si l'on change en même 
temps la face de S considérée et le sens de parcours sur L, puisque 
les deux membres cKangent tous deux de signe. 

On peut, une fois pour toutes, établir une correspondance entre 
une des faces de S et un des sens de parcours sur L. Une face de S 
étant choisie, appelons sens direct sur L, correspondant à la face 
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choisie, le sens tel que, si Ton mène la demi-normale à celte face en 
un point M voisin du contour, un observateur dirigé suivant cette 
demi-normale voie le mobile, décrivant le contour dans le voisinage 
de M, tourner dans le sens positif. 

Cette condition a été réalisée dans le cas précédent ; la formule est 
valable quelle que soit la face de S, pourvu que le sens de parcours 
sur L corresponde à cette face d'après la loi indiquée. 

Le résultat s'étend à une surface décomposable en morceaux dont 
chacun remplit les conditions analogues par rapport à des axes con- 
venablement choisis. Enfin, en permutant jr, y^ z et en ajoutant 
membre à membre les relations obtenues, on a la formule générale 
suivante 



/ 



P ctr -h Q rf/ -f- R rf-s 

L 



la face de S et le sens de parcours sur L se correspondant de la façon 
indiquée. C'est la formule générale de Stokes. 

Dans le cas particulier où P, Q, R sont les dérivées partielles par 
rapport k x^y^ z d'une même fonction ¥{x^y^ z) bien déterminée 
dans une région contenant S, on voit que les deux membres sont 
nuls. En effet, l'expression P rfx + Q c/y -h R rfô est la différentielle 
totale de F; on en déduit, comme au n° 201, que l'intégrale curvi- 
ligne de cette expression le long du contour fermé L est nulle. 

D'autre part, les trois expressions -r j^> • • • sont nulles. 
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